Revista de Anilisis Econémico, Vol. 15, N° 2, pp. 49-67 (Noviembre 2000)

RIESGO DE TASAS DE INTERES EN OPCIONES DE
INTERCAMBIO

SALVADOR ZURITA*

Universidad de Chile

Abstract

Margrabe (1978) studied the problem of the valuation of the option of
exchanging one risky asset for another. One interesting feature of the
valuation formula that he obtained was that the value of the option was
independent of the risk-free rate of interest. In this article we extend
Margrabe’s result to include assets that pay a dividend yield, and
commodities (both commercial and precious). In all cases the initial
result holds: the exchange option is independent of the risk-free rate of
interest.

I. Introduccién

En el mercado Over the Counter se transan opciones sobre materias primas
(commodities) que tienen la particularidad de que el precio de ejercicio no es
constante, sino ligado al precio de otra materia prima. El propésito de este arti-
culo es examinar la exposicién al riesgo de tasas de interés de opciones como la
descrita. A diferencia de la férmula obtenida por Black y Scholes (1973) para
opciones con precio de ejercicio constante, Margrabe (1978) encontré que el valor
de la opci6n de intercambiar un activo riesgoso por otro (lo que él llamé opciones
de intercambio, exchange options) es independiente de la tasa de interés. La pre-
gunta que nos interesa contestar es si este resultado se mantiene para otros tipos
de activos. La conclusién del trabajo es que la propiedad de independencia de la
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tasa de interés se mantiene con tasa de dividendo constante (Margrabe supuso que

no habia dividendos) y con reversién a la media y retorno por conveniencia w=xN(d))-Xe"""N(d,)

estocastico de commodities comerciales! (tampoco estudiados por Margrabe). En i X 2 x v2

este dltimo caso es posible formar un portafolio libre de riesgo que no requiere i In(=)+(r+—)(t*~1) _=A||l:Jqu+|~-Q *—1)

inversion inicial tomando posicién en la opcién y en futuros sobre el precio de . d,=—= 2 =-—X€ - (3
los commodities, que si son activos transados. v(r*-t) v(e*—t)

En Ia Seccién II a modo de introduccién revisamos el modelo estudiado por
Black y Scholes (1973), y seguimos el trabajo de Margrabe (1978) para conside-
rar el caso cuando el precio de ejercicio es el precio de un activo. Estos resulta-
dos se extienden en las Secciones Il y IV para incluir opciones sobre acciones De la férmula anterior se desprende que el valor de la cv&.&: de compra ?\c
que pagan tasa de dividendo conocida y opciones sobre commadities. Finalmente, depende de la tasa de interés libre de riesgo en forma directa: si ._m. tasa de interés
la Secci6n V presenta las conclusiones. ‘ libre de riesgo sube, el valor de la call sube. Usualmente la sensibilidad del valor
de 1a opcién ante cambios en la tasa de interés se mide por el coeficiente RHO*:

b gk

d, =d —vNt* -t

II. Opciones Sobre Acciones que No Pagan Dividendos

ow —a g —r(e*-1) 4 % mq
2.1 Precio de ejercicio constante RHO = o =X(t*-1)e N(d,)>0 (4) ! %
A modo de introduccién, el problema de valorar una opcién de compra (call) La intuicién puede obtenerse notando que en el valor de la opcién (w) la tasa i

sobre una' accién con precio de ejercicio constante fue resuelto en un conocido
trabajo pionero por Black y Scholes (B-S) publicado en [1973. Estos autores de-
rivaron una ecuacién diferencial parcial que debia ser satisfecha por cualquier
instrumento derivado w sobre una accién que no paga dividendos, utilizando un
argumento de arbitraje instantineo. Definiendo (Io que altera un poco la notacién
para hacerla consistente con lo que sigue):

de interés entra (s6lo) para obtener el valor presente del precio de .&.0859 tanto
en la férmula para w como en los parimetros d, y d, la Smmna Eﬁmmm aparece :
para traer al presente el precio de ejercicio constante futuro. Una opcién de 83.. V,
pra sobre una accién es un derecho que n@:?m_n. a comprar _.w accion con deuda: :
paga el precio de la opcidn al contado, y el precio de ejercicio al <n=9§ﬁ=8 de
. la opcién.® Entonces, si sube-la tasa de interés el valor presente del monto que se A
valor de la opcién call o paga al vencimiento disminuye, con lo que el monto pagado hoy (el valor de la :
precio del activo subyacente (la accién) e opcién) debe ser mayor.* ‘ j
precio de ejercicio (constante) L5 L. !
tasa de interés anual libre de riesgo 2.2 Precio de ejercicio estocastico g
volatilidad del activo subyacente (anual) )
vencimiento de la opcién (en afios)

= tiempo corriente (en afios)

2 Bt

[}

]

Siguiendo a Margrabe (1978), supongamos que el cﬁ&n de ejercicio no es
constante, sino que estd ligado al precio de un segundo activo; luego la opcién
consiste en intercambiar un activo riesgoso por otro, ninguno de los cuales paga

"RT Mg
1]

L& ecuacién para w(x, O es: ingresos. Entonces, si X, y X, representan los precios de los dos activos transados a
, (acciones) que no pagan dividendos, suponemos (como en B-§) que su proceso
dw mws\+ LI Nlmwé : estocdstico puede ser descrito por los siguientes Movimientos Brownianos
.M.+ \RMHI M< * ax? e M . Geométricos:
. i . . . . _ - 5
La ecuaci6n (1) tiene muchas soluciones, dependiendo de las condiciones de dx, = x;[adt +vdz;] i=1,2 5)
borde que se usen: Por ejemplo, en el caso de una opcién de compra, la condicién
de borde critica es: i donde:
w = max(x — %,0) si t=t* 2 w a; = tasa de retomo esperado del activo i

volatilidad del retorno del activo i )
un (pequeifio) incremento de un proceso de Wiener.

<
]

en cuyo caso el valor de la opcién call es:

o
NN
it
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Ademds, los precios de los activos pueden estar correlacionados entre si:

P, = correlacin entre dz, y dz, (puesto que son normal estdndar también re-
presenta su covarianza).

Denotamos el valor en t de una opcién europea que puede ser ejercida sélo
en t* por w(x,, X,, t), con lo cual su pago al vencimiento seri X;—X, si es ejercida,

. e,

y cero en caso contrario (condicién inicial):

w(x, X,,1%) = max(x, - x,,0) 6)
Conviene notar que:

- Esta opci6n es simultsneamente una opcién de compra sobre el activo 1 con
precio .ao €Jercicio x, y una opcién de venta sobre un activo 2 con precio de
ejercicio x,.

— - Si los activos valen al menos cero, la opcién vale al menos cero y no mas
que x; (condiciones de borde):

0<w(x,x,,n)<x M

Por el Lema de Ito, el proceso estocistico de la opcién es:

w% w% w—e:%s. 1w o%w
dw =(=—a,x, + — St Viky + oy Vax?

G T 3, P P g Ty e A a2 " o,

ow aw ®

+—v,x,dz; + —v,x,dz
m.ﬁ_ 1+ 1 WHN 24242

ViVaPip X, X, )t

.mm posible formar un portafolio libre de riesgo combinando posiciones en la
opcién y en los activos 1 y 2, tomando:

- I posicién’larga (compra) en la opcién,
- 1 posicién corta (venta) de w; = dw/dx, unidades del activo 1, y

- 1 posici6n larga (compra) de —w, = —dw/dx, unidades del activo 2.
Si denotamos por IT el valor del portafolio:
M=w-wx, —wyx, 9)
El incremento en el valor del portafolio en un pequefio intervalo de tiempo es:

dll = dw — wdx, — w,dx,
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Sustituyendo (5) y (8) en la ecuacién anterior se obtiene:

ow ow ow 19*w 1*w *w
dll= Tllmx_ ox, + Ilwan a,x, + > + MI@H_N <_~H_~ + .anw.«w &xw + |||lw5 o, ViV Dy Xy X, )t
+ w vixdz, + ow Vo X,dz, ~ Wclh_ [adt +v,dz]- w x,[o,dt +v,dz, ]
ox, ox, ox, ox,

O bien, simplificando términos,

ow 19*w 10%w o*w
%uﬁmul+w..m|3~-<_~am +Mmlaw.<~~x~~ +§.<_<Nbsx_a~v& (10)

En relacién a la inversién inicial requerida IT, nétese que la funcién w(.) debe
ser lineal homogénea en x; y x, (ver Teorema 8.9 en Merton, 1973):

Aw(x,,x,,1) = w(Ax,, Ax,,1) (11)

Una forma de ver la intuicién de (11) es hacer el siguiente ejercicio hipoté-
tico:

e Primero considere la distribucion de pagos de una opcién para cambiar el

activo 2 (el activo 2 hace las veces de precio de ejercicio) por el activo 1.
Esta distribucién de pagos se vende en w(x,, X,, t).

e Segundo, en un mercado de capitales perfecto (donde todos los participantes
son tomadores de precios), la distribucién de pagos de A opciones para cam-
biar el activo 2 por el activo 1 se vende en Aw(x,, x,, t).

e Tercero, considere la distribucién de pagos de la opcién para cambiar el ac-
tivo 2 por el 1 cuando ambos activos se venden en A veces su precio en el
primer caso. Denotemos este valor como w(Ax,, Ax,, ).

Econémicamente, la distribucién de pagos en el caso 3 es idéntica al caso 2,
dados los procesos de Ito para los precios de los activos 1 y 2. Luego, los pagos
en el caso 2 deben tener igual precio que en el caso 1, probando (11).

Pero si w(.) es homogénea lineal, podemos aplicar el Teorema de Euler (Layard
and Walters, 1978, p. 399):

w=wx, +Ww,x, (12)

Pero esto implica que la inversion inicial requerida para formar el portafolio
libre de riesgo (10) es cero. Esto significa que para eliminar el riesgo se requiere
eliminar toda la inversién. Por esto, en ausencia de oportunidades de arbitraje, el
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retorno de esta inversién en un pequefio intervalo de tiempo (ecuacién 5) también
debe ser cero:

dil1=0 13)
en otras palabras, sustituyendo (10) en (13):

mg 1 @NS\ 2 2 1 mw~v< 7.2 @N«Q
—t=—— +—o VX F YV 0 %, X, =0 14
Vi Xy > maw 2%2 ox,0%, 1V2P12%1 %3 (14)

Esta es la ecuacién de valoracion, y el valor de la opci6n se obtiene resol-
viendo (14) para w(.) sujeto a la condicién inicial (6) y a la condicién de borde
(7). Para nuestros efectos la caracteristica importante de la ecuacién (14) es que
a diferencia de la ecuacién diferencial de B-S (1), no depende de la tasa de in-
terés libre de riesgo. Puesto que las condiciones inicial y de borde tampoco de-
penden de la tasa de-interés libre de riesgo, ello implica que la solucién w(.) es
independiente de la tasa de interés o, en otras palabras, que RHO = 0. La intui-
cién de este resultado es como sigue: si el precio de ejercicio es constante, un
alza en la tasa de interés baja su valor presente, pero si el precio de ejercicio es
el valor de un activo, entonces cualquier efecto de movimientos en la tasa de
interés ya estd incluido en el precio del activo, no hay efectos adicionales al
precio del activo, por lo que la derivada parcial debe ser cero.’

Ademas, conviene notar que (14) puede ser convertido en la ecuacién de B-S
(1) por medio de una transformacién de variables. Para ello, tomemos el activo 2
como numerario. Luego el precio del activo 2 en términos de sf mismo es 1, y el
precio del activo 1 és x = x,/x,. Puesto que el valor de la opcién es linealmente
homogéneo, su precio (en unidades del activo numerario) puede expresarse como:

w(x,, X5, 8) /%, = w(x; /x,,1,8) = Y.C«.D

(15)
= w(xy, x5,) = x,w(x, 1)
Ello implica que las derivadas parciales son:
%AHTH:NV =x %A.&'Nv
& 7 a
M(x;,%,,1) _ dw(x,2) 5 Pwix, x,0 Fwix,) 1
ok, ox o A x,’ p
(16)
w(x;,x,1) _ _w(x,t) mﬁéﬁx_.x_,a _ I*w(x,t) 2 1
o, =w(x,t) Ew x— o - x P
%NEA.«:kTD _ %NSAH.ORP
o, & x,

E
:

i
X
¥
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Sustituyendo (16) en (14), se obtiene la ecuaci6n diferencial parcial:

ow wmuvtm 2.2 H@N«Q Nw 2.2 @MS\ 1

St o g TN T vt x— vy, P, =0
or 2 dx° x, 20x° 0 x, ox®  x,

ow H@N«Q 2 2 —WNS. 2.2 @NS\ 2
- Mﬂ\«u + 332 % + anﬂulk VX, + wk|nk VIV, 0%, =0

— +=vx*=—=0 an
donde,

v =y +v = 2vv,0, (18)

puede interpretarse como la varianza del cuociente entre los precios de los dos
activos:

2
d(x,/x X xydx, — xdx
<QI|IA_\NV dt=| 22| Varl 2112 | [dy
(x/x) *i X2
| 2
222 2272 2 2 2.2 _ .2
= (XX V) + X XyVy = 2X; X3VVy010) = V) +V; =2V v, 0, =V

X1 Xy

La condicién inicial (6) puede ser escrita como:

w(x,, X,,8%) = max(x; — x,,0) = x;max(x - 1,0) (19)
— w(x,t*) = max(x - 1,0)

Conviene notar que (17) es un caso especial de la ecuacién diferencial parcial
de Black y Scholes (1), donde la tasa de interés libre de riesgo es cero, y el
precio de ejercicio es 1. La intuicién es como sigue: si el activo 2 es utilizado
como numerario, el que presta 1 unidad del activo 2 demanda sélo 1 unidad del
activo 2 como pago del princtpal, es decir no cobra interés en el crédito porque
la apreciacién del activo 2 en el perfodo del crédito es una compensacién de
equilibrio por su inversién y riesgo®. Asi, tomando el activo 2 como numerario,

et ki R e R R

T
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la opcién de 58«382&. el activo 2 por el activo 1 es una opcién de compra
?.aS sobre mm activo 1, donde el precio de ejercicio es 1 y la tasa de interés libre
de riesgo es igual a 0. Sustituyendo en la férmula de Black y Scholes (3),

w(x,1) = xN(d))- 1. N(d,)

lEAN_\@.DHWFZA&_vIZA&“v @0
2
donde,
X v? X, v
If = |+(0+-—=)t*—1) In ~L|+—(t*~p)
Q_ = % N = NN N
vt *-1) v(t*-1)
dy=d -vt¥=1 @n

2,2
v=vy vy =20y, 0

.ZﬁéEmEn por la propiedad de homogeneidad lineal de la funcién w(.),
mutltiplicando (20) por el precio del activo 2 a ambos lados, se obtiene:

w(x,, x,,t) = x,N(d,) - x,N(d,) 22)

con d; y d, definidos en (21). Esta es la férmula de Margrabe (1978).

HI. Opciones Sobre Acciones que Pagan Tasa de Dividendo Constante
3.1 Precio de ejercicio constante

m: este caso el proceso estocdstico del precio de la accién en (5) debe
modificarse pdra incluir la tasa de dividendo &:

dx, = x,(a; — 8,)dt +v,dz, 23)

m:o implica que la ecuaci6n diferencial de B-S se modifica restando la tasa
de a.x_agmom 8 de la tasa de interés libre de riesgo que multiplica el precio de
la accién (ver Hull, 1999, p. 304):

—H+(r-0ax—+—vix —— = 24)

mE.Nm%M a las condiciones iniciales descritas en (2). La solucién es (ver Hull (1999),
p- ):
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w=x,e"ON(dy) - Te " ON(d,)

2
In(Ly+(r -8+t * 1)
X 2

4= @5)

v(E*—1)
d, =d, —vt*¥—t

Esta férmuta fue originalmente desarrollada por Merton (1973).

3.2 Precio de ejercicio estocastico

Consideremos ahora el caso en que el precio de ejercicio es el valor de otro
activo, y ambos (el subyacente y el ligado al precio de ejercicio) pagan tasas de
dividendo 8, y 8,, respectivamente. Entonces (23) representa sélo el cambio de
precios de los activos, ya no el cambio en Ia riqueza de un inversionista que
compra esos activos. Pero todavia es posible formar el mismo portafolio libre de
riesgo tomando posicién larga en el derivado y corta en los activos 1 y 2,
obteniéndose €l cambio en el valor del portafolio descrito por (10). Por la propie-
dad de homogeneidad lineal, esta inversién no requiere inversién inicial, segiin
(12). Pero ahora la condicién de no arbitraje (13) debe modificarse para incluir
los dividendos: el cambio en la riqueza (ganancias de capital mis dividendos)
debe ser cero porque la inversién inicial es cero:

dll—wx,6, — w,x,6, =0 (26)
Luego sustituyendo (10) en (26), se obtiene la ecuacién de valoracién que
sigue:

—mwvt 2 2 —WNS\ 2.2 WNS\ AN.NV

V¥ PpX X, =0

Por la propiedad de homogeneidad todavia es posible usar el activo 2 como
numerario, segiin la ecuacién (15), implicando (16). Sustituyendo (16) en (26) se
escribe la ecuacidn para w(x, t):

ow ow aw 1% 5, , 1w 2, &Fw , 0

X, = — 0 xx, ~[Wmm—x]0,X, + =5 X XV = XTVIXy T XV P X5 =
3 2 gy O it AW M5 2% T o7 1V2012%2

Reuniendo términos:

ow dw 1 5, ,0%w
— — — — N
5 +(6, -6))x %2 a2 wé, (28)

con Vv definido en (18).

S

O

i

-
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Esta ecuacién es igual a (23), si se interpreta la tasa de dividendo del activo 2
(3,) como tasa de interés libre de riesgo y el activo subyacente paga tasa de
dividendo constante (igual a 3,). Ademds, por igual argumento que antes, la con-
dicién inicial puede ser escrita como (19).

La intuicidn es como sigue: si el activo 2 es usado como numerario, el que
presta 1 unidad del activo 2 demanda como pago del principal 1 unidad del activo
2, més el ingreso que ha sido pagado por el activo 2 en el plazo transcurrido,
puesto que la rentabilidad esperada det activo 2 (ganancia de capital mas dividen-
do) representa una compensacién de equilibrio para su inversién, dado el riesgo
asumido. Asi, definiendo el activo 2 como numerario, la opcién de intercambiar
el activo 2 por el activo 1 es una opcién de compra (call) sobre el activo 1, donde
el precio de ejercicio es 1 y la tasa de interés libre de riesgo es igual a d,. Sus-
tituyendo en (23), el valor de la opcién es:

w(x,t)=xe "IN ) - 1.6 IN(d,)
= Wx, / xy,8)= e IN(G ) - BN, 29).
Xz

= w(x,x,0=x,e " IN(d,) ~ x,e "IN,

con:
x, Vv
Inf =L 1+(8, -6, + )t *-1)
Xy 2
dy=
We*-1)
d, = &_,I ¥t (30)

— 22
V=vi +v; -2vv,0;,

Nétese que (28) es también la férmula para el valor de la opcién de tipo de
cambio, con Ia sola diferencia en (29) que, puesto que el precio de ejercicio es
constante en ese caso, v no corresponde a la suma de esos términos, sino a la
volatilidad del tipo de cambio spot. En lo que se refiere a riesgo de tasas de
interés, es importante sefialar que debido a que el portafolio no requiere inver-
sién, nuevamente se obtiene el resultado RHO = 0.

IV. Opciones Sobre Commodities

Se argumenta que existen beneficios que recibe el que tiene el commodity
comercial en inventario, pero no el que tiene un contrato futuro sobre el commodity.
Este flujo de servicios se ha denominado retorno por conveniencia y juega el
mismo papel que la tasa de dividendos en el proceso estocdstico del precio de

S

S

Y

P

Bt e
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acciones. Estos beneficios pueden incluir la capacidad de beneficiarse mm. escasez
local del commodity, o la de mantener sin interrupcién el proceso productivo. va\
varios modelos que se han planteado en la :68\83 para representar la evolucién
en el tiempo del precio de un commodity, segtn la forma como se modele ese
retorno por conveniencia. o o

Se conjetura que el precio de un commodity sigue el siguiente proceso
estoc4stico, similar a las acciones, pero interpretando la tasa de dividendo como
tasa de retorno por conveniencia (ecuacién 23):

dx, = x,(¢; - 6,)dt + vz (23)

Los primeros trabajos en la literatura supusieron que la tasa de interés y el
retorno _von conveniencia eran constantes, por ejemplo Brennan y Schwartz (1985):

Modelo 1: 8 = ¢ = constante

Otra posibilidad es suponer que el retomo por conveniencia es amﬂoo,\.ﬁ:no.
pero funcién deterministica del precio del commodity, con lo cual m_ precio del
commodity y su retorno por conveniencia tienen correlacién perfecta (igual a uno).

Modelo 2: & perfectamente correlacionado con el precio de contado del commaodity,
por ejemplo:
6,(x)=x;Inx+a,(1-xK,) 3b

Sustituyendo (31) en (23) se obtiene un modelo similar al propuesto por Ross
(1997).
dx, =k, (o, —Inx,)x,dt + vz 32)

Este es un modelo de un factor (el precio de contado del commodity) que
supone que el logaritmo del precio del commodity sigue un proceso con reversion
a la media del tipo Ornstein-Uhlenbeck, donde:

k = velocidad de ajuste, que mide el grado de reversi6n a la media al prome-
dio del logaritmo del precio de largo plazo.

Este modelo tiene tres propiedades deseables para commaodities comerciales
en relaci6én al anterior:

(a) La correlaci6n positiva entre el retorno por oo=<o:.mm=omm y el precio a.n con-
tado del commodity: cuando el precio del commodity Mcam., ello es indicativo
de escasez relativa, por lo que su retomo por conveniencia debiera ser &6.
y andlogamente el precio del commodity aagﬂ..s ser .g._o si rmx abundancia
relativa, con lo cual su retorno por conveniencia debiera ser bajo.




60 REVISTA DE ANALISIS ECONOMICO, VOL. 15, N° 2

(b) Incorpora reversién a la media en el precio, consistente con la evidencia para
commodities comerciales. En efecto, en los mercados bursatiles la oferta de
acciones (el nimero de acciones en circulacién) est4 dada, con la sola excep-
cién discontinua. e infrecuente de algunos movimientos de capital (emisién de
acciones de pago, emisién de acciones liberadas, canje, etc). Pero en los
mercados de commodities la oferta es endGgena, y responde a los precios de
mercado: en un contexto de equilibrio, esperamos que cuando el precio sea
relativamente alto, la oferta del commodity aumente puesto que productores
con. mayores costos entrarin en el mercado, poniendo una presién a la baja
sobre el precio. A la inversa, cuando el precio sea relativamente bajo, la oferta
disminuirfa puesto que algunos de los productores con mayores costos sal-
drdn del mercado, poniendo una presi6n a la baja sobre el precio. El impacto
de precios relativos sobre la oferta del commodity induce reversién a la media
en los precios de los commeodities, con 1o que la volatilidad de los precios
futuros es menor que la volatilidad de los precios de contado.

(c) Un retoro por conveniencia constante como en el modelo 1 no puede cap-
turar cambios en la estructura temporal de precios futuros que si son posibles
con el modelo 2, por ejemplo desde backwardation a contango o viceversa.’

Un tercer modelo propuesto en la literatura es Gibson y Schwartz (1990), que
es un modelo de dos factores: el primer factor es el precio de contado del
commodity como en (23) y el segundo factor es el retorno por conveniencia ins-
tantineo que sigue un proceso estocdstico con reversién a la media y esti posi-
tivamente correlacionado con el precio de contado del commodity:

Modelo 3: Modelo de dos factores

ax = ([~ &)xdt + vxdz :
dé =x(0—8)dt+sdy (33)
dzx dy = pdt

En la ecuaci6n anterior, | representa el retorno esperado del commodity, § el
retorno por conveniencia instantdneo (estocdstico), v la volatilidad del precio del
commodity, x la velocidad de ajuste que indica el grado de reversién a la media
del retorno por conveniencia a su promedio de largo plazo @, y p es el coeficiente
de correlacién entre los dos procesos.

Finalmente Schwartz (1997) extiende el modelo anterior para incluir un tercer
factor, la tasa de interés libre de riesgo.

Modelo 4: Modelo de tres factores

Los factores estocésticos o variables de estado son el precio del commodity,
el retomo por conveniencia instantineo y la tasa de interés instanténea, que se
supone sigue un procesc de reversién a la media simple, del tipo Ornstein-
Uhlenbeck:
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dx = (p—8)xdt + vyxdz,

dé = k(o— 8)dt +v,dz,

dr = a(m—r)dt + vydz,

dzdz, = pdt, dz,dzy = p,dt, dzdzy = pydt

(34)

Schwartz (1997) compara los modelos 2, 3 y 4 para commodities, obteniendo
resultados diferentes segtin el tipo de commodities.

En el caso de commodities comerciales (cobre, petréleo) se detecta una m:.on..ﬁ
reversién a la media (que descarta el modelo 1), pero no en el caso de commodities
preciosos (oro). En el caso del oro el modelo de un mmnnm: A.Ec@m_o 2) no pudo
ajustar bien los datos, lo que se consideré6 una primera indicacion que no hay
reversién a la media. Al ajustar para el oro el modelo de dos factores (modelo 3)
se encontré reversion a la media en uno de los subperfodos en su retorno por
conveniencia aunque de magnitud muy inferior a los otros commodities. Esta
reversién desaparece al incluir tasas de interés estocédsticas (modelo 4), lo que
sugiere que la reversién a la media en el modelo de dos factores es un proxy para
la reversi6n a la media de las tasas de interés que se suponen constantes en dicho
modelo. En conclusién, ern el caso de metales preciosos el modelo con retorno por
conveniencia constante (modelo 1) parece razonable, pero no para commodities
comerciales. )

Por otra parte, en lo que se refiere a commodities comerciales, el modelo de un
factor (modelo 2) no explica tan bien los datos como los modelos de a.Om o tres
factores (modelos 3 y 4), siendo estos Gltimos muy similares en su capacidad para
explicar las caracteristicas de la estructura temporal de precios futuros y volatili-
dades. En conclusién, el modelo de dos factores (modelo 3), que supone tasas de
interés constantes, es un modelo razonable para commodities comerciales.

En lo que sigue veremos el riesgo de tasa de interés para los dos tipos de

commodities.

4.1 Precio de ejercicio constante
a. Commodities preciosos

Los commodities preciosos son activos en el sentido usual, puesto que son
demandados por un niimero importante de inversionistas con vn@vom:o de inver-
sién. Como hemos visto, para estos commodities no hay evidencia de retorno por
conveniencia variable, debido a que no son demandados principalmente por su
valor de consumo en el proceso productivo y tampoco de reversion a la Sn&.m.
presumiblemente porque el flujo de produccién de ellos es un porcentaje pequefio
del stock acumulado. Con retorno por conveniencia constante igual a cero, la
férmula para el valor de una opcién sobre un commodity m.z..onmog con precio de
ejercicio constante es la de Black y Scholes (3) con sensibilidad ante cambios en
la tasa de interés positiva (4).
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b. Commodities comerciales

El retorno por conveniencia de un commedity comercial no es un activo en el
sentido usual porque no puede ser transado, por lo que su precio se interpreta mas
bien como una variable de estado sobre la que se pueden escribir derechos con-
tingentes. Asf, en el modelo de un factor con retorno por conveniencia estoc4stico
pero cotrelacionado perfectamente con el precio del commodity, el precio del
commodity se trata como variable de estado. En el modelo de dos factores (mo-
delo 3) el precio del commodity se puede tratar como activo usual que paga tasa
de dividendo estocdstica, pero el segundo factor (el retorno por conveniencia)
representa una variable de estado, y tiene un precio de mercado del riesgo asocia-
do. Puesto que el modelo 3 (modelo de dos factores) es una representacién ade-
cuada para commodities comerciales, utilizaremos éste modelo. Para enfrentar ef
problema que presenta el retorno por conveniencia® estudiaremos el problema

similar de una opcién sobre un futuro® (que s es un activo transado) del commodiry

comercial. Como el precio futuro converge al precio spot al vencimiento; si el
futuro vence junto con la opcién, el valor de la opci6n sobre futuro debe ser igual
al valor de la opci6n sobre el commodity. ‘ ‘

Jamshidiaw y Fein (1990) y Bjerksund (1991), citados en Schwartz ( 1997),
mostraron que en el modelo de dos factores el precio futuro del commodity es:

-K{t*-1)

, - l—e :
F(x,0,t*~1) = xexp| ~6 p +A@* 1) | donde
‘ 2 ‘ _ |~%Q.l3 )
Alt*—1)= w|@+w..~ww,|$”m Q*|3.+Wa-lmlxu|l (35)
oK +vsp—— 5
K K

Yy que el valor de una opcién europea sobre un futuro con precio de ejercicio
constante X puede expresarse en términos del precio futuro (35) y de la volatilidad
del precio futuro G(t*—t) como:

w=e""""I[FN(d,)- IN(d,)]

donde
_:ﬁm (r-96 vw 1 36y
4, = lo@ -1 IIN.)\ (t*-1),
2 %N N\Vﬁh hNAHlQINK:nl;v s m:INIRA—Ol:
¥ _g) = S *_ s
o(t*—t)=|v T T t*-n+ o3 +25(vp xv -
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Nétese que (36) implica que la opcién depende de la tasa de interés, RHO no
es cero.

4.2 Precio de ejercicio estocastico

a. Commodities preciosos

Si el precio de ejercicio estd ligado a otro commodity precioso, entonces es
posible formar un portafolio libre de riesgo y que no requiere inversién inicial,
obteniendo la férmula de Margrabe (22) en que el valor de la opcién no depende
de la tasa de interés, RHO = 0.

b. Commodities comerciales

Suponiendo ahora que tanto el activo subyacente como el precio de ejercicio
corresponden a commodities que son transados mayoritariamente por razones de
consumo, el proceso estocistico conjunto de sus precios y retornos por conve-
niencia puede escribirse como:

dx, = At.. l.w.va.. dt+v;x;dz;;i=12
d8; = (c; =8, )dr +.5,dy; 3j = 1,2

dzdy; = p 37
dzdz; = pj;
dydy i = Pw..

Supongamos ahora que existen futuros sobre los commodities, y considere-
mos el valor de una opcidn europea que consiste en intercambiar un contrato
futuro del commodity 1 por un contrato futuro del commodity 2. Tanto la opcién
como los dos futuros son activos transados, no reciben retorno por conveniencia
(que si puede recibir el tenedor de los commodities mismos).

Denotemos los instrumentos involucrados por:

el valor del futuro sobre el commodity 1

el valor del futuro sobre el commodity 2

el valor de la opcién a intercambiar un contrato futuro del
commodity 1 por el del commodity 2.

f,(x},81,%5,8,,0)
£,(x,,8,,%,,8,,1)
w(f.f,.0)

cyonge
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Por el lema de Ito, el proceso estocéstico que siguen los futuros transados O bien
puede ser descrito por: :
. :
E._ualn+
o 9 9, 13, 18, 3%f, .
|+I| -4 +:nQ..m+ig- I 52
4=t ox, h=00% a6, 1@ =6 2 ox? n Nw.WN +m\«_m% M m\_ r, Wi, iy wh 252 4 2 9% 9 .
) 3 <_ xp +(=) s +Am ) <~k~ wm —)s, wk 2, =Lys,xo% +Nm.uﬂ 3 VX VX, 0
\Q& mva+§x€n mv+_®~\\ NN+~w~g. 24 74 wwlu\ g . ’ ~ e +
hond V" X - S ——V,5
wk~ 2798, 7 20x,2 77 238,277 T ax,08, ° 2%2P2 L P AR “Lvs,xpZ+2=+ o, @r—i_xnbm A% 55,00 + 2N —Lvy5,x,0%
WN& m».\. mu\ wN\ (38) wk_ a6, a6, ox, 06, 96, mku a6, v
VO] F s X, 0 =2 vax —L-gs dt df; 2 9 o, 2 &. m\ df; af, 9f; i
w.w.&m 2 _w_n ox, @8, 222 T ogxox, Y Piz + 96,05, ' Pi2] L9t wkN_ vix) +( % +AMM~M vixg + w%n =2y st wkn_ wmu s kPR +Nw.«~_ wkw VXV 0 .
f, o, o, T
d. + +—Lv,x,d. g i j= 2 9f, 9, I 9, 9, o9, 9 9% 9, '
m.ﬁ 3. ke h_@_ ax, 3. V2%242; + nu%? Lj=12 2 +NM«~_|MWMI53M%M +Nw«m~_ m.unn V51600 +~w.vw_ w%u 55,00 +Nmk- wunn Vy852%205 -
(8 22 3 v, N ., of O 41
~2vixl + =ty pf + v pf + 2T v pf +
y el proceso estocdstico que sigue la opcién de intercambio de futuros es: dx, A, 9%, 95, Ox, O, 9, 08,
m\ m\ucahb +m\w w\m ~+|m\|..w.lml<uab +&W®lqabw+
otw | 98, 0x, TN TI5,35, 1 T 98, ox, ST 98, 98, 20
19%w 1 9*w *w )t
dw=22 a5 + 2% u\ +|&+||§N +——df + dfdf, (39) %o | of ., Of o % I 22 O O,
\. ! af, Y 2 of? 2 off 2 a,9f, i, s Mkl_u.wmm_é_k_iknb: ma_» mmn_ <~.m_h~b_~+mx—u mkw vi¥%2 +wk_~ .wl.%nucuuuaﬁom+
. 9, o 9, 9, o o 9 9
Entonces, como antes, es posible formar un portafolio libre de riesgo combi- rmm_n mm_ Sz 5iPi +uwrmm_ 519200 + 35 g._u maw V19 %2P% %M%Ném

nando posiciones en la opcién y en los activos 1 y 2 tomando:

-~ 1 posici6n larga (compra) en la opcién,

En relacién a la inversién inicial requerida [T, nétese que la funcién w(.) es

— 1 posicién corta (venta) de w, =ow/df; unidades del futuro 1, y lineal homogénea en £, y £, luego por €l Teorema de Euler
1 s 'y

- 1 posicién larga (compra) de —w, =—-dw/df, unidades del futuro 2

. p w=wfi +w,f,
Si denotamos por IT el valor del portafolio:

Por lo tanto, la inverion inicial requerida para formar ¢l portafolio libre de
riesgo (40) es cero. Esto significa que para eliminar el riesgo se requiere eliminar
toda la inversién. Por esto, en ausencia de oportunidades de arbitraje, el retorno
El incremento en el valor del portafolio en un pequefio intervalo de tiempo es de esta inversién en un pequefio intervalo de tiempo (ecuaci6n 41) también debe

; ser cero. Como (41) no incluye la tasa de interés, la solucién tampoco depende de
ella, luego hemos probado RHO = 0.

T

M=w-wf -w,f, 40

dll=dw—wdf; — w,df,
sustituyendo 39: ow 1 *w 1 9%w

a=2a+ 19V,
D dll=srdit o ST R e

V. Resumen y Conclusiones 5

df] +———df,df,

@@m
En 1973 Black y Scholes obtuvieron una férmula analitica que entrega el
valor de una opcién sobre acciones en funcién de cinco pardmetros: el precio del
activo subyacente, el precio de ejercicio, la tasa de interés libre de riesgo, la i
|
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volatilidad del activo subyacente y el tiempo hasta la madurez del contrato. Pos-
teriormente, en 1978, Margrabe extendi6 el andlisis de Black y Scholes para es-
tudiar una opcién que consiste en cambiar un activo riesgoso por otro, suponien-
do idénticos procesos estocdsticos que en B-S. Una particularidad 58_,8»“58 de
la férmula que encontr6 es que era independiente de la tasa de interés libre de
riesgo, por lo que el riesgo de tasas de interés de esa owo&.: era cero. En el
presente articulo. hemos extendido el trabajo de Margrabe para incluir una tasa .am
dividendo (constante) y procesos estocdsticos que incluyen reversién a _w media.
Estos dltimos describen mejor las series de precios de commodities e En_cxms
Tetornos por conveniencia estocdsticos (necesarios para tomar en cuenta cambios
en la estructura temporal de precios futuros, por ejemplo desde backwardation a
contango y viceversa).

La conclusi6n del trabajo es que la propiedad de independencia de la tasa de
interés se mantiene con tasa de dividendo constante y con reversién a la Bo&» y
retorno por conveniencia estocdstico de commodities comerciales. m: este Ecﬁ_o
caso es posible formar un portafolio libre de riesgo que no requiere inversién
inicial tomando posici6n en la opci6n y en futuros sobre el precio de los
commodities, que si son activos transados.

Notas

V' Commercial commodities, como los lama Schwartz (1997) o commodities que son activos de
consumo. Consumption assets, como los denota Hull (1999), se refiere a commodities que son
demandados principalmente por su uso productivo, por ejemplo, petroleo o cobre. En contraste
estdn los metales preciosos, que Hull (1999) Hama activos de inversi6n, 5&.3«:«5 assets, y cuya
caracterfstica €5 que se trata: de activos mantenidos con propdsitos de inversién por un nimero
significativo de inversionistas, por ejemplo oro o plata. .

2 Esta férmula sé obtiene tomando la derivada parcial con respecto a r en la férmula anterior.

3 No es exactamente asf porque el ejercicio’'no es segure, pero en probabilidad Io es, y la intuicién
es la misma: las opciones son instrumentos con leverage implicito.

4 Conviene notar, sin embargo, que este resultado supone que las otras variables estdn constantes,
pero en la prictica cuando suben las tasas de interés ademds tienden a caer los precios de las
acciones, y viceversa (asf es como s¢ ajusta el mercado al nuevo retorno nmvnn.ﬁo exigido a la
accién), por lo que el efecto final de un cambio en tasas de interés puede ser diferente. o

5 La propiedad de homogeneidad lineal de la opci6n es critica en este resultado, pues m:w ::n__n.m
que el portafolio libre de riesgo es de cero inversién inicial; por lo cual debe ganar cero rentabi-
lidad en_ equilibrio. _ L ; :

¢ Estamos suponiendo que no hay dividendos, pues de otro modo la apreciacién del activo no com-
pensa totalmente en equilibrio, debe sumérsele la tasa de Eimn:.no? )

7 Si el retorno por conveniencia es menor al costo de llevar (definido como la suma de la tasa n.n
interés libre de riesgo y la tasa de costo de almacenaje), los precios ?E_dm crecen con el venci-
miento del contrato, situacién que se conoce como normal backwardation. Si es mayor al costo de
Hevar, los precios futuros disminuyen al aumentar el vencimiento de los contratos, lo que se co-
noce como contango. Con un retorno por conveniencia constante (y tasas de Snn_.,mm constantes) la
estructura temporal de precios futuros serfa siempre creciente o siempre decreciente, pero en la
realidad se observan cambios en la estructura temporal. i )

8 El problema que enfrentamos para formar un portafolio de arbitraje que :.n_.wv& mm opcidn y el
activo, es que el activo entrega beneficios (resumidos en el retorno por conveniencia) que 1o son
iguales para todos los participantes en el mercado, el precio reflejarfa el Tetorno por conveniencia
marginal. Por ejemplo, un inversionista que no usa el commodity productivamente tendria un re-
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torno por conveniencia igual a cero, y los que lo usan productivamente tienen diferentes retornos
por conveniencia que influyen en su decisién de inventario,

9 Las opciones sobre futuros se transan en varias bolsas, y son especialmente populares en el caso
de commodities; porque es més barato o mis conveniente entregar contratos futuros sobre el
commadity que el commodity mismo. Usualmente el contrato futuro madura peco después del
vencimiento de la opcién. Cuando el tenedor de la opcibn la ejerce, recibe una posicién larga en
el futuro mds un morito en dinero igual a la diferencia entre el precio futuro y el precio de ejer-
cicio. La posicién en futuros puede ser cerrada inmediatamente, a cero costo. Luego el pago de la
opcidn sobre futuro es igual al Pago de una opci6n sobre el subyacente, reemplazando el precio
spot por el precio futuro,
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