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UNA SINTESIS

VIVIANA FERNANDEZ M.*

Pontificia Universidad Catélica de Chile

Abstract

Option pricing dates back to the turn of the century with Bachelier’s
doctoral dissertation on speculation theory. In 1964 Bonness developed
a formula for option pricing similar in nature to that of Black-Scholes’s
but that relied upon an unknown interest rate. It was not until 9 years
later that Black and Scholes came up with a formula to price European.
options, which would revolutionize financial theory. Unlike most
theoretical breakthroughs, Black-Scholes’s formula became increasingly
popular among practitioners; and nowadays it is widely used in the
main exchanges around the world.

In recent years Hull, White and Rubinstein, among many others, have
worked on pricing the so-called exotic options. Meanwhile Trigeorgis,
Brennan, Schwartz and others have illustrated how option theory can
be used in assessing the profitability of investment opportunities —real
options. Option theory has been also applied to the pricing of many
other financial instruments, such as warrants, callable bonds, and
callable-convertibles bonds.

* Profesor del Instituto de Economfa de la Pontificia Universidad Catélica de Chile (PUC), Este
articulo forma parte de mi proyecto de investigacién “Valorizacién de Derivados”, financiado por
la Vicerrectorfa Académica de la PUC entre junio de 1998 y abril de 1999. Los comentarios de
Julio Gdlvez y demds participantes del seminario realizado en “Termas del Corazén™ en enero de
1999 permitieron mejorar dicho proyecto. Asimismo, las valiosas sugerencias de dos arbitros ané-
nimos contribuyeron a mejorar una versién previa de este articulo. Cualquier error u omisién es de
mi exclusiva responsabilidad.
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The aim of this paper is 1o discuss the progress that option theory has
made since Black and Scholes developed their seminal formula. We will
review the most outstanding models, mention some numerical methods
used in option pricing when no analytical solution exist, and discuss the
importance of real options as a new technique for assessing investment
opportunities.

I. Introduccién

La valoracién de opciones se remonta a comienzos de este siglo con la tesis

doctoral sobre la teoria de la especulacién de Bachelier; alumrio de la Universidad

de la Sorbonne (Merton, 1998). En 1964, Bonness sugirié una férmula de natu-
raleza similar a la de Black y Scholes (1973) pero que descansaba en una tasa de
interés desconocida que inclufa una compensacién por riesgo asociado al precio
de la accién. Sélo nueve afos después, Black y Scholes derivaron una férmula
exacta para el precie de una opcién de compra europea escrita sobre una accién.
Por el afio 1975, dicha férmula ya era ampliamente usada en el Chicago Board
Options Exchange —la primera bolsa en transar opciones desde 1973. Posterior-
mente, Merton. (1976) analizé la- valoracién de derivados. suponiende: procesos
estocdsticas mds complejos para: el precior del activo subyacente, tales como
descontinuidades. El desarrollo de’esta teorfa _mm vali6 -a mn:o_om y Merton el
premio Nobel' de Economia en 1997, X *

En los dltimos afios, Hull'y <$=8 Comq 1992) y Rubinstein (1991), entre
otros, han trabajado en'la valoracién de las denominadas “opciones exoticas”
—derivados disefiados por una institucién msmzn_oqm para satisfacer las necesidades
especificas de un cliente. Asimismeo, Trigeorgis ( 1996), Brennan y wn:E&AN (1985)
y otros han ilustrade cémo la teorfa de opciones puede. ser utilizada en la valo-
racién.de proyectos de inversién —opciones reales. Otras aplicaciones de la teorfa
de opciones encontradas en la literatura son la valoracién de warrants e instru-
mentos de renta fija.

El objetivo de este articulo es resumir a grandes rasgos el progreso que ha
hecho la teoria de opciones en los veinticinco afios desde el descubrimiento de
Black y Scholes. Se dard una resefia de los modelos mds sobresalientes, y se
mencionardn brevemente métodos numéricos utilizados para valorar opciones en
aquellos casos en que no existen soluciones analfticas. Ademds, se discutird la
aparicién de la teorfa de opciones reales como una herramienta mas apropiada
que el valor presente neto para evaluar proyectos de inversién que involucran
cierto grado de flexibilidad.

El aporte de este articulo radica en exponer de manera clara y sucinta las
principales ideas desarrolladas en la literatura de teorfa de opciones en los tdltimos
veinticinco afios. Tales ideas, a pesar de su mayor difusién en los circules aca-

f,
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démices y en los mercados financieros de paises desarrollados, son a la fecha
poco conocidas para la mayoria de los economistas en el dmbito latinoamericano.
La autora no tiene conocimiento de que se haya escrito un articulo de similares
caracterfsticas en el iltimo tiempo. Por ello, este trabajo contribuye a difundir
conceptos bdsicos de una importante drea de las finanzas, la cual ha salido a
relucir con mayor fuerza desde la entrega del premio Nobel de Economfa a Scholes
y Merton en 1997.

Este articulo estd-organizado como sigue. En la seccién II nos referimos a la
célebre formula de Black-Scholes y a las distintas maneras propuestas comtin-
mente en la literatura para su obtencién. La seccién III discute las consecuencias
del relajamiento de los supuestos en que se basa la férmula de Black-Scholes. La
seccion IV trata de la aparicién de las llamadas opciones exéticas y del uso de
métodos numeéricos cuando no existen soluciones analiticas para el precio de una
opcién. La seccién V se refiere a otras aplicaciones de la teorfa de opciones, tales
como la valoracién de warrants, instrumentos de renta fija y proyectos de inver-
sién (opciones reales). Dada la importancia de esta dltima drea para el disefio de
politica, presentamos dos ejemplos de la literatura que permiten ilustrar que la
regla del valor preseate neto no. siempre lleva a la eleccién correcta. Por dltimo,
la seccién VI presenta algunos comentarios finales.

IL. Un Hito en la Teoria de Opciones: la Férmula de Black y Scholes

Una opcion de compra (calD) da a su duefio el derecho. de comprar un- activo
en una cierta fecha: preestablecida (vencimiento o expiracién). Una opcion de venta
(pur), en tanto, da a su dueiio el derecho de vender un activo en una cierta fecha
preestablecida (vencimiento o expiracién). Las opciones més conocidas son las
europeas y las americanas. Las opciones europeas sélo pueden ser ejercidas en la
fecha de expiracion, mientras que las americanas pueden ser ejercidas en cual-
quier momento antes de la fecha de expiracion. En la actualidad, la mayoria de
las opciones transadas en los mercados financieros son americanas.

En 1973, y casi después de cinco afios de trabajo, Black y Scholes encontra-
ron una solucién analitica para el precio de una call europea'. Para ello se basa-
ron en los siguientes supuestos: (1) Los mercados financieros no tienen friccio-
nes. Esto es! i) no hay impuestos o costos de transaccion; 1i} todos los activos son
perfectamente divisibles, y iii) no hay restricciones a las ventas cortas de activos.
(2) Las tasas de interés para prestar y pedir prestado son iguales y constantes
entre t (hoy) y T (fecha de vencimiento de la opcién). Se asume que la tasa de
interés por periodo, r, es compuesta continuamente. (3) La accidn, activo subya-
cente, no paga dividendos entre t y T. (4) El precio de la accidn, S(t), sigue un
proceso lognormal. Esto es:

S(t,)
S(t,)

Ln ~ N(u(t, - t,), 6% (t, - t,)) (H

4
3
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Black y Scholes demostraron que, bajo estos supuestos, uno puede replicar el
precio final en T de una call europea comprando un portafolio compuesto de
acciones y bonos libres de riesgo en t, y transando dindmicamente este portafolio
hasta T. A fin de evitar operaciones de arbitraje; el valor de la call en t debe ser
igual al del portafolio réplica en t. Sobre la base de esta observacién, los autores
encuentran que el precio en t de una call europea en una accion estd dade por:

CS, K, t, 1, 0, T)=S @(d,) - K &™) &(d,), )

donde ®(.) representa la fincién de distribucién acumulada de una variable nor-
mal estindar, d; y d, estan dados por:

_ In[S/(Ke™ ™) LoVT=t

d
! oNT—t 2

d, =d, -o\T—t 3)

S representa el precio corriente de la accién, K es el precio de ejercicio. de la
call; T es la fecha de vencimiento de la call, r es la tasa libre de riesgo por
periodo compuesta continuamente, y G es la volatilidad instantinea de la accion
(esto es, la desviacién estindar del precio de la accién por unidad de tiermpo).

Existen distintas maneras de obtener la formula de Black-Scholes. Una de
ellas es a través del arbol -binomial €n un mundo neutral al riesgo. Este método
de valoracién es ampliamente utilizado no sélo en la valoracion de opciones, sino
también en una -amplia gama de instrumentos derivados. E} modelo binomial de
un perfodo asume-que ¢l precio de la accion sube o baja con. probabilidad (efec-
tiva) q 'y 1-gq, respectivamente: - - . :

uS=S, con probabilidad g

~ d8=S,, con probabilidad 1-q
y que el precio de la opcién en la fecha de vencimiento esta dado por:

C

-

Max (0, uS-K)

C

4 = Max (0, dS—K)

donde u=1+tasa de retorno si el precio de la accion sube; d=1+tasa de retorno si

el precio de la accion baja; F*=1+tasa de interés para prestar y pedir prestado, tal
que d<r*<u.
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A fin de encontrar el precio de la opcidn, se crea un portafolio que contenga
A acciones y un préstamo de $L a la tasa libre de riesgo:

AuS —r*L
AS-L
AdS-r*L

Para replicar el precio de la call en t=1, deben satisfacerse las siguientes dos
ecuaciones: i} AuS—r*L = C, ii) AdS—1*L = C,. De ello:

_ 0: lnu
S(u-d)’

dC, —uC
L=—u ——d 4
r*u-d) “)

A
Para el caso de una call, L es siempre positivo, puesto que la diférencia
dC, — uC, —igual a max(0, duS-dK) — max(0,udS—uK)- es mayor o igual a cero.
Esto implica que parte del costo de la accion utilizada para replicar el precio de
una call es financiada con un préstamo.
El precio de una call es expresado en términos de probabilidades ajustadas
por riesgo. En particular, sea :

r¥*—d u—r*
, (l=p)s —— . P )
— (== — ®)

pP=E

Dado que d<r*<u, entonces 0sp<l. Con ello,

C = AS-L

C 1-p)C
“ﬁ =+M.* Uv d AQV

Dado que las probabilidades anteriores ya estan ajustadas por riesgo, los flu-
Jos futuros son descontados a la tasa libre de riesgo. En efecto, las opciones son
valoradas como una funcién de S(t), u, d y r*. Dado que esta relacion es obtenida
via argumentos de arbitraje, la valorizacién de los derivados es independiente de
las preferencias por riesgo de los inversionistas. Tomando ventaja de esta inde-
pendencia, valoramos estos instrumentos financieros en un mundo neutral al ries-
go ficticio, en el cual todos los inversionistas son neutrales al riesgo. Ello, clara-
mente, simplifica el analisis, porque en un mundo neutral al riesgo los inversionistas
no demandan un premio por riesgo y, por lo tanto, todos los activos tienen un
retomno igual a la tasa libre de riesgo.

A fin de resolver un irbol binomial de varios periodos, es necesario resolver
el modelo binomial de un periodo repetidamente. Si n representa el nimero de
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perfodos; j, el nimero de movimientos hacia arriba necesarios para alcanzar un
punto dado; y, n~j, el niimero de movimientos hacia abajo necesarios para alcan-

zar un punto dado, entonces el niimero de trayectorias que conducen a C, ) goen estd

dado por j Con ello la formula para n periodos estd dada por:

1 & n!
C= — p!(1=-p)*} 0, wid*’s-K 7
H*,__MS_? :_ p'(1-p) amﬁ u ) (N

(Ver Fernandez, V., 1999a, para los detailes).
La formula anterior se puede expresar come:

1 < n!
C= — pi(1=p)" [ Wd" IS~ K
n*_._M:.A: b_nA Pyl b

- TP L] n .;_ .
jepopypi B9 sen M:I i} — p)t-i
-mm_é T T LA

)

2 ”»

donde _.mvnmmanﬁ el niimero minimo de movimientos hacia arriba en el precio
de la accion necesarios para que la call esté in- gmém:@ Esto es, para que el
precio de la accion supere el precio de ejercicio de la opcidn y, por tanto, resulte
atractivo. ejercer la opeidn en la fecha de su vencimiento.

A fin de replicar la dindmica del precio de la mno_ou cuando éste se distribuye

lognormal, se debe escoger u= exp(c {T/n) 'y d= mxvﬁlq ~T/n). En virtud del
teorema del limite central, Cox, Ross y Rubinstein (1979) demostraron que, cuan-
do n— oo,

n

n! aej W™ 2 pY((1=p)d )"’
AR I (5

7;5_ L = ! r

) H1-p)"? - @(d,),

M T b.i P) (dy)
con r* = exp(rT/n), p = (r* — d)/(u ~ d), y a = el nimero entero més pequefio
mayor o igual a ﬁmﬁ Con ello la ecuacién (8) se reduce a la formula de

Black-Scholes.
Una segunda via utilizada en la obtencién de la formula de Black-Scholes es
el método de valoracidn neutral al riesgo. Este se basa en las siguientes obser-
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vaciones. Primero, un $1 invertido hoy a la tasa libre de riesgo (t = 0) equivaldra
a $e'Ten T. Segundo, $1 invertido en acciones alcanzara para 1/S(0) acciones hoy
dia, las cuales valdran $(T)/S(0) en T. Si nos encontramos en un mundo neutral
al riesgo, la retribucion esperada en T por invertir en la accién deberia ser igual
a aquella obtenida en el activo libre de riesgo. Es decir,

SM|_a
E 0) =e", 9)

Si el precio de la accion en T, fecha de vencimiento de la opcién, condicional
en el precio en t=0, se distribuye lognormal, entonces:

E $(T) = TS (10
S(0)

Por lo tanto, i = r — 0,502, Si se descuenta el precio de la call en T a la tasa
libre de riesgo, en un mundo neutral al riesgo se tiene que:

C = ¢"Y E/[max(0,S(T)-K)}, (1

donde E, denota el valor esperado en un mundo neutral al riesgo,
condicional en el valor de S(t). Bajo el supuesto de lognormalidad

r:ﬁézzﬁ-o.mqwﬁ-c, o*(T-1)). Porello:

C= m-a-.q max[0, S(T)— KIf(S(T)dS(T),
0

- (12)
=™ [I8(D) - KIFSTHASD
X
Si se hace el siguiente cambio de variable,
EMMNTATWQN:
Z= ~ N(O, 1), 13
oy ©, 1) (13)

con 1=T-t se llega a la formula de Black y Scholes. (Ver Baxter y Rennie, 1996,
para los detalles).
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Una tercera via para llegar a la formula de Black-Scholes es mediante la
obtencién de la ecuacién diferencial que debe satisfacer el precio de la opcién
europea, sujeta a ciertas condiciones de borde?. Concretamente, dado que el pre-
cio de la accidn se distribuye lognormal, la dindmica del precio puede ser descrita
por un movimiento Browniano geométrico:

dS(t) = puS(t) dt + oS(t) dW(1), (14)

donde dW~N(0, dt), representa el incremento de un proceso Wiener o Browniano
estandar. Por el lema de Ito, la dindmica de C estd dada por (ver Hull, 1997 o
Fernandez, V., 1999a);

aC oC 13°C ,., oC
= —pS+ ==+ ——0?8? | dt+ 2= 6SdW. 15
dc wmtw+m~+m mmq ~+mmq (15)

A fin de encontrar la ecuacidn diferencial que debe satisfacer C, se forma un
portafolio libre de riesgo que contiene una posicién corta en la call y una posi-
cidn larga en dC/3S acciones. Es decir, el valor del portafolio IT ests dado por;

aC
=-C+—3S. (16)
M=-C 35
Por lo tanto,
aC
=-dC+—-—dS. . (17
dIt=-dC+ s

Al reemplazar (15) y (16) en (17), se ve que cambios pequeiios en el ,.\m_a
del portafolio no dependen de dW, variable aleatoria. Por lo tanto, el portafolio es
libre de riesgo y su rentabilidad debe ser la tasa libre de riesgo. Esto es,

dI1 = fT1dt. (18)

Por lo tanto, llegamos a que:

aC aC 13%C ..,
=S+ =L 25282 = 1C, 19)
A I ¢

Esta ecuaci6n diferencial de segundo orden est4 sujeta a las siguientes condi-
ciones de borde: i) C = max(0, $(T)-K); ii) C(0, t) = 0. Mediante un cambio de
variable, se concluye que (19) es la llamada “ecuacién de calor’. Esta ultima,
utilizada en la fisica, resulta tener una solucién analitica (ecuacién (2)). Para los
detalles, ver Willmott, Howison y Dewynne (1995).
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HI Relajamiento de los Supuestos del Modelo de Black-Scholes

Merton (1973) relaja, en el modelo de Black-Scholes, el supuesto de que la
tasa de interés es constante y deterministica. En particular, él define P(t, T) como
el precio en t de un bono de descuento que paga 31 en T y asume que la dina-
mica del precio del bono puede ser descrita como:

dP(t, T)
P(t, T)

= Hpdt + O, aw,, (20)

donde y; es la tasa estocastica de crecimiento del precio del bono; o, es la
volatilidad de P(t, T), la cual se asume una funcién conocida de ty T, y a<<u
representa el incremento de un proceso Wiener estandar.

Merton demuestra que el precio de una call europea estd dado por:

CS, K, t, 1,6, T) = S d(d,) - K P(t, T) &(d,), @1
con
o A2
q, In(S/K) = In P(t, T) + &*(T 0/2, God T ()
GJT—t
) T
y %Quouraw+ow|~nq$§.
t

El pardmetro G es la volatilidad instanténea del precio de la accién y p es 1a
correlacidn instantanea entre el precio de la accidn y del bono. Este modelo se
diferencia del de Black-Scholes en dos aspectos. Primero, la tasa de interés ins-
tantdnea, r, es reemplazada por i(t, T) = In[-P(t, DY[T-1)]. Segundo, la volatilidad
del precio de la accion es reemplazada por G. Merton argumenta que es mds
apropiado utilizar r(t, T) en la formula de Black-Scholes. Sin embargo, en la

A

practica no hace mayor diferencia utilizar 6 o &, porque, para la mayoria de las
opciones que se transan en el mercado, G es mucho mas grande que o, (Hull,
1997).

Uno de los supuestos claves en la derivacién del precio de una opcién euro-
pea es la distribucién de probabilidad que sigue el precio del activo subyacente al
momento del vencimiento de la opcién. En el caso del modelo de Black-Scholes,
ésta se asume lognormal. Hull, op. cit, discute el sesgo potencial que puede tener
sobre el precio de una opcion europea el utilizar la formula de Black-Scholes
cuando la verdadera distribucién del precio del activo subyacente, al momento de
expiracion de la opcién, difiere de la fognormal.
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A fin de combatir dichos sesgos, se han desarroflado especificaciones alterna:
tivas. Por ejemplo, Hull y White (1987) introducen un modelo en que la volatilidad
del precio de la accién es estocastica:

m%u&i%l%f (23)

dv = 8(¢-v) dt + & v1'S dW,, (24)

donde S es el precio de la accidn, r es la tasa de interés libre de riesgo, v es la
varianza instantdnea del precio de la accion, 8, ¢, | y & son pardmetros, y dW,
y dW, son incrementos de procesos Wiener estandar. La ecuacion (23) describe
la dindmica del precio de la accion (en un mundo neutral al riesgo), mientras que
la ecuacion (24) describe la dindmica de la varianza del precio de la accién por
unidad de tiempo, v. Esta Gltima ecuaci6n indica que v se revierte al nivel ¢ a una
tasa . . ) 8

Hull y White demuestran que cuando Ia volatilidad es estocéstica, pero no
esta correlacionada con el precio de la accidn, el precio de una call europea es la
formula de Black-Scholes integrada sobre la distribucién de la varianza promedio
durante la vida de la opcidn, V. Esto es, TQES%, donde c(.) es la formula de
Black-Scheles en (2) y f{.) es la distribucion de probabilidades de V en un mundo
neutral al riesgo. Hull y White comparan el precio de su modelo con aquél que
daria la formula de Black-Scholes si uno reemplazara ¢ por V en la ecuacién
(2). Los autores concluyen que la ecuacion (2) sobreestima el precio de una op-
cién para la cual S es cercano a K, y subestima el precio de una opcién para la
cual S es sustancialmente menor o mayor que K. Para aquellos casos en que la
volatilidad est4 correlacionada con el precio de la accion, el precio de la opcién
debe ser obtenido mediante simulaciones de Monte Carlo:

Un método popular en la literatura para modelar volatilidad estocastica es la
llamada “Heterocedasticidad Condicional Autorregresiva Generalizada”
(“GARCH”). Un ejemplo simple de tales modelos es el GARCH(I,1), el cual
relaciona la varianza de los retornos de una accidn (u otro activo) en el instante
iAt, 62, con la varianza del retorno del activo en (i—1)At, 62 , y el cuadrado de

i~
la diferencia entre el retorno en el instante (i—1)At, r;, ¥ €l retorno promedio, L

ol =6 +08,el, + 08,00, (25)
donde g;=r1;— 1, y 8,, 8, y 6, son constantes. La variable £ puede ser interpre-
tada como la informacién mds reciente acerca de la varianza del retorno del ac-
tivo en el instante iAt (ver, por ejemplo, Engle, 1995; Chu y Freund, 1996).

Sustituyendo ¢? repetidamente, se llega a que la varianza del retomo en cual-
quier momento del tiempo es una constante mas una suma ponderada de todas las
“innovaciones” o informacién pasada sobre la varianza de los retornos:

i
i
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qwue|.o 0,y 01 e? . (26)
] j=1

Si |6,)<1, la importancia de la informacién pasada decae a medida que pasa
el tiempo. Generalizaciones de los modelos GARCH son los GARCH integrados
(IGARCH) y los GARCH exponenciales (EGARCH) (ver Hamilton, 1994).

Herzel (1998) ha extendide el modelo de Black-Scholes al asumir que la
volatilidad del precio de la accion puede saltar de un valor 6, a un o, en un
instante de tiempo aleatorio: El autor encuentra soluciones analiticas para los precios
de opciones ¢uropeas asi como para algunos pardmetros de cobertura de riesgo
(hedging). Asimismo, Herzel encuentra que los precios generados por su modelo
producen una curva de volatilidad implicita (implied volatility)* que presenta la
ya reportada “sonrisa’.

En efecto, la Hamada “sonrisa de la volatilidad” es un fenémene que ha sido
observado por diversos autores y agentes que transan activamente en el mercado
de opciones. Al graficar la volatilidad implicita de una opci6én en funcién dé su
precio de ejercicio, se observa que las opciones out-of-the-money y in-the-money*
tienden a tener una volatilidad implicita mds: alta_ que aquellas opciones para las
cuales el precio del dctivo subyacente es aproximadamente igual al precio de
ejercicio (at-the-money). Tal comportamiento. se traduce en una especie de “son-
risa”, la cual ha hecho cuestionable el supuesto de volatilidad constante del mo-
delo de Black-Scholes. ; ,

Derman' y Kani (1994a, b); Dupire (1994) y Rubinstein (1994) argumentan
que el patron sistemético de la “sonrisa” se debe a cambios en la volatilidad en
los retornos de los activos. Los autores plantean que la-volatilidad del retorno de
un activo' es una funcién deterministica del precio del activo y del tiempo, y
desarrollan modelos de valoracién binomial y trinomial para tomar en cuénta este
fenomeno. En un articulo reciente, Dumas, Fleming y Whaley (1998) examinan el
valor predictivo y de cobertura de los modelos planteados por Derman-y Kani,
Dupire y Rubinstein para una muestra de opciones del S&P’ 500 para el periodo
1988-1993. Los autores concluyen que dichos modelos no presentan ventajas sobre
un procedimiento ad hoc que simplemente suaviza las volatilidades implicitas en-
tregadas por la formula de Black-Scholes para distintos precios de ejercicio y
vencimientos.

Existe una vasta literatura en €l area del calculo de la volatilidad implicita.
Otras referencias son Amin y Ng (1997), quienes coneluyen que la velatilidad
implicita obtenida del modelo de Heath-Jarrow-Morton (1992) para opciones en
eurododlares explica mucho de la volatilidad observada en la tasa de interés, e
incluso puede brindar un prondstico superior al de un modelo GARCH; Bharadia,
Christofides y Salkin (1995), quienes calculan la volatilidad implicita mediante
una generalizacién simple del modelo de Black-Scholes; Karolyi (1993), quien
desarrolla un enfoque bayesiano para modelar la volatilidad del retormo de una
accién para efectos de valoracion de opciones; Jarrow y Wiggins (1989), quienes
demuestran que las volatilidades implicitas en el modelo de Black-Scholes pue-
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den ser utilizadas para valorar opciones aun en situaciones en que los supuestos
de dicho modelo: son violados, incluyendo (1) procesos estocésticos alternativos
al lognormal para el precio de la accidn, (2) tasas de interés estocasticas y (3)
fricciones de mercado.

Otra clase de modelo que relaja el supuesto de lognormalidad es aquella que
permite que el precio del activo subyacente presente discontinuidades o. “saltos”.
La idea es que, en cada intervalo de tiempo, existe una probabilidad positiva de
que el precio de la accién salte bruscamente de un nivel S, a S, (usualmente, en
respuestz a algin tipe de anuncio). Une: de los primeros ejemplos de tales mode-
los encontrados en. la literatura es el de Merton (1976). Bajo el supuesto de que
el precio de la accion es lognormal y estd sujeto a descontinuidades que siguen
un proceso Poisson; el autor demuestra que el precio de una call europea estd
dado por: '

’ w L ~AFRNT—) .
CE K=Y EIﬁﬁﬁx

j=0 i

0_“,

7y

donde X es la tasa a’la cual ocurren los saltos; x es el tamafio del salto medido
comeo-un aumento proporcional en el precio de la accion'y C. es el précio de una
call europea dade por la formula de Black-Scholes; donde la volatilidad es
6’ +j8° ((T-1) y la tasa de interés es un 7, donde ¥ =r— Ax+[j Ln(1+ Q)JAT-t)
-1 es la tasa libre de riesgo, o es la volatilidad instanténea del retorno_del precio
de la-accion y & es un pardmetro asociado con la. distribucién del. salto, Si
A=x=8%=0, estamos de vuelta en ¢l modelo de Black-Scholes. )

La Figura 1 muestra la senda de un proceso Wiener que sufre descontinuidades
de acuerdo a un proceso Poisson (en la figura, “mixed process’), generada por el
programa “XploRe™. Una desventaja de trabajar con modelos que: suponen estd
clase de dindmica para el precio del activo subyacente —aparte de su complejidad
matematica— radica en que, si los saltos son simétricos hacia arriba y abajo, éstos
son dificiles de distinguir de cambios en la volatjlidad del precio del activo sub-
yacente. Trabajos posteriores al de Merton en esta drea son los de Jarrow y Rudd
(1982) y Naik 'y Lee (1990}, entre otros.

IV. La Aparicién de Opciones No Tradicionales: Las Llamadas
Opciones Exoticas

Las opciones exdticas son todas aquellas opciones no tradicionales, es decir,
aquellas que tienen funciones de pagos mas complejas que las de las opciones
curopeas y americanas estandar (Geske, 1979; Kemna y Vorst, 1990; Rubinstein,
1991; Hull y White, 1992). La mayoria de las opciones exdticas se transa fuera
de los mercados. financieros establecidos y es disefiada por instituciones financie-
ras para satisfacer requerimientos especiales de sus clientes. La ventaja de estas
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FIGURA 1

SIMULACION DE UN PROCESO WIENER CON DESCONTINUIDADES

opciones es que suelen ser méas baratas que aquellas transadas en la bolsa. Entre
las opciones exdticas mas conocidas se cuentan los paquetes, las opciones digitales
o binarias, las opciones cuyo precio depende de la trayectoria del precio del ac~
tivo subyacente —lookback, asiaticas, barrera~ y opciones sobre opciones u opcio-
nes compuestas.

Los paquetes son portafolios compuestos por calls ‘europeas estindar, puts
europeas estandar, contratos forward, dinero y el active subyacente. Ejemplos son
los spreads bull, bear y butterfly y los straddles (ver Hull, op cit., o Fernindez,
P., 1996). Las opciones binarias o digitales, en tanto, son opciones con funciones
de pago discontinuas. Un tipo de opcidn digital es la opcion pulso. Una put pulso
europea, por ejemplo, paga al momento del vencimiento un monto $D si S(T) <K
—dende K es el precio de ejercicio de la opcibn, S es el precio del activo subya-
cente y T es la fecha de vencimiento de la opcién— y $0 si S(T)>K.

Las opciones lookback son aquellas cuyo valor depende de la cotizacion
maxima o minima alcanzada por el activo subyacente durante la vida de la op-
cién. Las opciones asidticas, por su parte, son aquellas cuyo valor depende del
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precio promedio del activo subyacente observado durante la vida de la opcion o
parte de ella. Las opciones barrera, en tanto, son aquellas cuyo valor depende de
si el precio del activo subyacente alcanza un cierto nivel durante un periedo de
tiempo dado,

Las opciones compuestas son opciones sobre opciones. Se caracterizan, ade-
més, por tener des precios de ejercicio y dos fechas de expiracion. Ejemplos son
una call sobre una-call, una put sobre una call (o una call sobre una put), y las
opciones: “as-you-like-it” (o “chooser option”). Estas Gltimas permiten que, des-
pués de transcurrido un. cierto periodo de tiempo, el duefio de Ia opcién pueda
decidir si ésta es una call o una put.

En muchas oportunidades no és. posible obtener’ formulas analiticas para la
valoracion de opcienes. Un claro ejemplo lo constituyen las opciones americanas.
Si bien Roll (1977), Geske (1979) y Whaley (1981) encontraron una formula
analitica para el precio de una call americana en una accion que paga dividendos
¥ que sigue un proceso lognormal, se ha demostrado que ello no s posible para
el precio de una put americana. Por otra parte, en el caso de algunas opciones
exoticas, es posible obtener soluciones analiticas séio bajo los supuestos del modelo
de Black-Scholes. : X

Debido-a estas dificultades, se han desarrollado métodos numéricos para va-
lorar opciones. Uno de los mas simples y populares es el método del 4rbol binomial
(ver seccién II). Este es particularmente 1til para valorar opciones americanas en
activos que pagan dividendos y opciones cuyo precio depende de la trayectoria
del precio del activo subyacente —por ejemplo, asidticas, lookback y de barrera:
Sin embargo, a fin de obtener una buena aproximacién del precio de la opcion,
es 'necesario. construir un 4rbol cori muchos nodos: Ello puede: ser, en ciertos
casos, computacionalmente imposible o extremadamente lento. Métodos alternati-
vos son las simulaciones de Monte Carlo y los métodos numéricos de resolucién
de ecuaciones diferenciales, tales como e} de diferencias finitas y ¢l de Crank-
Nicholson (ver Wilmott, Howison y Dewynne,; 1995). -

Investigacion: reciente en el drea ha demostrado que los métodos de cuasi
Monte Carlo- (por ejemplo; Halton, Sobol, Faure y redes (t; m, s)) para la simu-
lacion- de precios de opciones pueden ser superiores a los métodos cldsicos de
Monte. Carlo, en términos de velocidad de convergencia y exactitud (ver, por
gjemplo, Li, 1999; Acworth, Broadie y Glasserman, 1996)%. En particular, Li, op.
cit., introduce el use de redes (t, m; s) para la aproximacién de integrales

multidimensionales en la valoracién de opciones y otros instrumentos’. La autora.

concluye que dichas redes pueden ser superiores a otros métodos de cuasi Monte
Carlo, tales como el de Sobol y Faure®, para ciertas aplicaciones.

V. Otras Aplicaciones: Valoracién de Warrants e Instrumentos de Renta
Fija y Opciones Reales -

Instrumentos . financieros tales como warrants, bonos rescatables (callable
bonds) y bonos. convertibles (convertible bonds) pueden ser catalogados come
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opciones. En particular, un warrant equivale a una call emitida por una firma con
la diferencia de que, si es ejercida, se emiten nuevas acciones. La mayoria de los
bonos corporativos de mercados financieros desarrollados son rescatables. Es decir,
¢l emisor puede recomprarlos a un precio preespecificado. Esta opcion de compra
puede ser ejercida usualmente sélo después de un perfodo de “proteccion de res-
cate”. En el caso de un bono convertible, su duefio puede decidir si quiere con-
vertirlo a acciones a una razén predeterminada (ver Figlewski ef al., 1990).

Un area que ha recibido mucha atencion en la literatura es el desarrollo y
estimacién de modelos de estructura de tasas de interés, cuya finalidad es'la va-
loracién de instrumentos de renta fija. En efecto, en el campo tedrico se han
desarrollado numerosos modelos en tiempo continuo, particularmente para la tasa
corta (“instanténea”), a partir de los cuales se han podido inferir diversas. formas
funcionales que describen la estructura temporal de tasas. Estos pueden dividirse
en modelos de equilibrio y modelos de no-arbitraje. En los modelos de equilibrio,
la estructura de tasas de interés es un producto del modelo, mientras que en los
modelos de no-arbitraje es un insumo. ,

Los modelos de equilibrio usualmente parten de un conjunto de supuestos
sobre las variables econémicas y obtienen la dinimica para la tasa de interés de
corto plazo libre de riesgo, r. Una clase de modelos de equilibrio que ha sido
ampliamente utilizada en la literatura empirica es la de los modelos de un factor.
Ejemplos clasicos son Vasicek (1977} y Cox, Ingersoll y Ross (1985) (ver Chan,
Karolyi, Longstaff y Sanders (1992) para una generalizacién de éstos). Estos
modelos asumen que la tasa de interés sigue un proceso estocéstico en el cual sus

pardmetros de tendencia y de volatilidad son una funcidn de si misma; pero:son-

independientes del tiempo.. Para una aplicacion del modelo de Chan et af. para
Chile, ver Parisi (1998). - .

La literatura mds reciente ha considerado modelos de dos factores en los cuales
se asume que tanto la tasa de interés como su volatilidad siguen procesos
estocdsticos distintos, pero correlacionados (ver, por ejemplo, Longstaff y Schwartz;
1992). Ello ha posibilitado no sélo captar un mayor niimero de las propiedades
empiricas de la estructura de tasas, sino, ademas, valorizar de manera mis exacta
aquellos activos cuyo precio es contingente al valor de la tasa de interés (contingent
claims). Trabajos posteriores han considerado un mayor niimero de factores (ver
Gong y Remolona, 1997, para un modelo de tres factores que utiliza el filiro de
Kalman).

Una critica que se ha hecho a los modelos paramétricos es que consideran
formas funcionales arbitrarias para describir la evolucién de las tasas de interés a
través del tiempo. Ait-Sahalia (1996b) demuestra que todos los modelos
paramétricos de un factor existentes pueden ser rechazados estadisticamente. Para
superar esta falencia, Ait-Sahalia (1996a, 1996b) utiliza estimacién semiparamétrica
para inferir qué especificacién paramétrica podria describir el verdadero proceso
estocdstico de la tasa de interés.

Otro articulo en la misma linea es Stanton (1997), quien opta por un enfoque
libre de toda parametrizacién. Esto es, el autor no impone restricciones sobre las
formas funcionales del pardmetro de tendencia y de volatilidad de la tasa de inte-
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rés en el contexto de un modelo de un factor. M4s recientemente, Jiang (1998) ha
realizado una comparacién de métodos semiparamétricos y no paramétricos para
modelar la tendericia y la volatilidad de Ia tasa corta, también bajo el contexto de
un modélo de un factor. Para una aplicacién de la metodologia de Stanton y Jiang
para Chile, ver Ferndndez, V. (1999b).

La otra corriente utilizada para modelar la tasa corta es aquélla de los mode-
los de no-arbitraje, Estos modelos han cobrado popularidad entre profesionales
abocados a la valorizacién de derivados en tasas de interés. La dinamica de la
tasa corta también es concebida en términos continues; pero, a fin de replicar en
forma exacta la estructura de tasas vigente, se permite que algunos de los pardmetros
del modele sean una funcién det tiempo. Dado que la.dependencia temporal estipu-
lada es usualmente arbitraria, estos modelos a menudo conducen a un comporta-
miento de las tasas de interés futuras que estd refiido con la realidad. Ejemplos de
esta clase de modelo son Ho y Lee (1986) y Heath; Jarrow y Morton (1992).

Otra area en la cual la teoria de opciones ha cobrado gran relevancia en el
altimo tiempo es en la evaluacion de proyectos de inversion, tales como la explo-
tacién de una EEw o pozo petrolifero, contratos de arriendo, el disefio de un
nuevo ancnﬂo y.1a inversion en investigacion y desarrolio (ver Trigeorgis, 1996)
— opciones reales, Se ha demostrado que la evaluacion de proyectos que involucran
algtin grado de flexibilidad futura no puede llevarse a cabo con las técnicas. tra-
dicionales del valor presente neto o tasa interna de retorno. En verdad, tales métodos
pueden dictar decisiones incorrectas con respecto, al momento. dptimo de invertir.
Debido a la relevancia’ de esta area para el disefio dé: politica, nos centraremos en
ella en lo que resta de este articulo:

5.1. Una Zﬂ,m(nw zm»@maommﬂ para la Evaluacién mnﬂ Proyectos:
Opciones Reales

Como sabemos, la regla tradicional del Valor Presente Neto (VPN) establece
que debemos llevar a cabo un proyecto si el valor presente neto de los flujos de
caja generados por éste es mayor que cero. Esta regla es éptima cuando la opor-
tunidad de inversion es del tipo “ahora o nunca”, o cuando el proyecto de inver-
sién es completamenteé revetsible.

Sin embargo, en la realidad pocas inversiones son del tipo “ahora o nunca”.
Los inversionistas no so6lo tienen el derecho a decidir si invertir o no, sino que
también tienen el derecho a decidir cuando invertir en un nuevo proyecto. El
segundo derecho es una opcién a retrasar la inversion. Esta es una opcién real a
diferencia de una financiera (americana). Sin embargo, ambas tienen varios ele-
mentos en comin (Tabla 1). Por otra parte, pocas inversiones son completamente
reversibles. La puesta en marcha de un nuevo proyecto involucra costos hundi-
dos, los cuales no son recuperados si el proyecto es abandonado.

T
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TABLA 1

COMPARACION DE UNA OPCION AMERICANA Y UNA OPCION DE INVERSION
EN UNA PLANTA

Opci6n Ameticana Opcion de Inversion

Activo subyacente Accién Valor de la planta
Precio de ejercicio K Costo de construir la planta
Fuente de incertidumbre Precio de la accién, S(t) Valor de la planta
Ganancia de esperar — Derecho a no ejercer — Derecho a no invertir
~ Postergar el costo de K — Postergar el costo de la planta
Pérdida de esperar Dividendo Pérdida de no producir
Valor de la opcion ejercida Sty-K VPN
Valor de la opcibn sin ejercer  C(t) Valor de la opcidn de invertir

La regla del valor presente neto, no obstante, también se aplica a la valora-
cion de opciones reales, si nos damos cuenta que el VPN de una opcion real es
el VPN de llevar a cabo ¢l proyecto menos el costo de oportunidad de la pérdida
asociada con ejercer la opcion. La regla tradicional del valor presente para pro-
yectos mutuamente excluyentes establece que deberiamos adoptar el proyecto mas
valioso. En el contexto de opciones reales, enfrentamos un continuo de proyectos
porque siempre podemos retrasar la fecha de la puesta en marcha. La regla tradi-
cional del VPN nos diria, entonces, que selecciondsemos aquella fecha de puesta
en marcha queé maximice el valor del proyecto. Esto es precisamente de lo que
trata la teoria de opciones reales. .

Para ilustrar estas ideas, veremos dos ejemplos: la determinacién del momen-
to optimo de destinar un pedazo de tierra de uso agricola a fines urbanos (Sick,
1995): opcién americana perpetua, y ¢l momento optimo de desarrollar un pozo
petrolifero (Siegel, Smith y Paddock, 1987; Paddock, Siegel y Smith, 1988): opcidén
americana con una fecha de vencimiento establecida.

Para ello, partimos de los siguientes supuestos generales. El precio de un
activo subyacente, P, sigue el siguiente proceso de difusion:

= P, 1) dt + 6 (P, 1) AW, (28)

donde o es el crecimiento esperado en pesos por unidad de tiempo del precio del
activo subyacente, P,; ¢ es la desviacién estandar anualizada del retorno del ac-
tivo subyacente, y dW,_ es el incremento de un proceso émaunw nm&bamh

Suponemos, ademas, que 8(P,, t) representa una tasa de &Sa.wbao Emﬂwz&bam
que recibe el duefio del activo subyacente. Después de suprimir subindices, la
tasa de retorno esperada puede expresarse como la suma de la'ganancia de capital
y del dividendo:

E [dP+8 (P, t) dt] = [a (P, t) + O (P, D)} dt. (29)

Sl
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Consideremos ahora un derivado sobre el activo subyacente. Sea f(P, t) el
precio de una opcion real. Esta da, por ejemplo, el derecho a adquirir, intercam-
biar o abandonar un determinado activo bajo ciertas condiciones preestablecidas.
Definamos D(t) como una tasa de dividendo instantinea que recibe el duefio de
la opcién. Por ejemplo, D(t) es el ingreso neto que genera una propiedad que
debe ser intercambiada por el activo subyacente una vez que se ejerce la opcion.

Asumiéndo que la primera y segunda derivada de la fancién f(P, f) existen,
el lema de Ito permite encontrar la dinimica que describe a evolucion del precio
del derivado: ,

L 1,
dr=£,dP + fdt += 0 (P, dof,,dt

1.2
=f, 0P, t)dt + f, G(P, )AW + £, dt + 79 (P, dv)f,, dt. 30)

El retorno esperado en pesos (ganancias de capital mas dividendos) de la
opcién por unidad de tiempo es: o

T_.gﬁ ci_ +w q‘Ncu.« dojt,, +EL&. 31

Si, formamos un portafolio. libre de riesgo. con dos derivados sobre el active
subyacente, podemos obtener la llamada; “ecuacién parcial fundamental para la
valoracién de opciones™ :

w G?(P, dt) f,, +f,+, [ P-8 (P, D]+ D)y =rf. (32)

5.1.1. Un Ejemplo de una Opcién Americana Perpetua: Distintos
Usos de la Tierra

Consideremos el ejemplo en Sick (1995) de una opcién perpetua para conver-
tir un ingreso de $D por afio generado por un pedazo de tierra dedicado a los
cultivos agricolas en un terreno de uso urbano con un valor incierto de $P, pagan-
do un costo fijo de desarrollo de $K. De lo anterior, es claro que estamos en
presencia de una opcién americana con precio de ejercicio $K que paga un divi-
dendo de $D a su duefio, y donde el activo subyacente es la tierra de uso urbano.
Un elemento clave es determinar el momento 6ptimo de ejercicio de la opcién
americana.

Supongamos que la desviacion estandar del precio del activo subyacente, o(P, 1),
es igual a o,P por afio. El activo subyacente entrega un dividendo igual a la renta
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anual generada por la tierra urbana. Este se asume igual a §(P, t) = Mow por afio.
Bajo estos supuestos la ecuacion (32) viene dada por:

w Go(P, di) £, +f +f [r—8]P+D=rf. 33)

El valor de la opcién al momento de ejercicio es:
- D
(@, o =max {2,p+ ], (34)
r

donde P* denota el precio del activo subyacente al momento de ejercicio de la
opcion. La ecuacion (34) es una condicién de borde para resolver la ecuacion
diferencial (33). Dicha condicion establece que si la opcién no es ejercida, se
recibe una perpetuidad de $D con valor presente de D/r. Por otra parte, si la
opcién es ejercida, se obtiene un valor neto de conversién de P*— K. El poseedor
de la opcion escoge el méaximo de estos dos valores.

En este caso existen dos variables de estado: el tiempo y el precio del activo
subyacente. Sin embargo, dado que la opcidn es perpetua y que el dividendo, D,
y el precio de ejercicio, K, no son funcion del tiempo, la decisién de ejercicio no
depende del tiempo. Bajo estas condiciones, existe una solucién (nica para P°,

Por ello, f, = 0 y la expresion (33) se reduce a:

w o3(P, dt) f,, +f, [r-8,] P+D=rf, (35)

la cual es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden. La solucién’ gene-
ral a la ecuacion (35) estd dada por (ver, por ejemplo, Dixit y Pindyck, 1994):

D

f(P)=C, P +C, P =, (36)

donde f(P)=C, ph +C, P s la solucién a la ecuacién homogénea,
y £(P)=D/r es una solucién particular. Utilizando la metodologia para resolver
este tipo de ecuaciones, se obtiene que:

Sy—r
S,

Ap=—+ + (37

1
2

donde A, es positiva y A, es negativa.

3
#
4
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Para determinar las constante C, y C,, se hace uso de las condiciones de
borde. Primero, dado que la opcion puede ser ejercida en cualquier momento, su
valor tiene un piso. En particular, f(P) 2 D/r —el valor presente de la perpetuidad
generada por la tierra agricola. Por otra parte, la opcién no puede valer més que
el valor del activo en el cual puede ser convertida —tierra para uso urbano— y el
valor presente de la perpetuidad generada por la tierra destinada al uso agricola.
Dado que P*? diverge cuando P—0, entonces €,=0. .

Por otra parte, es razonable esperar que f(\) sea creciente en P. Por lo tanto,
C,>0. El duefio de la opcion la ejercera solo si las ganancias de tal accion, P*-K,
superan la perpetuidad obtenida al destinar Ia tierra a fines agricolas, D/r. Es
decir, P*~-K-D/r 2 0. De {34) obtenemos la siguiente condicién de borde:

f(P") = P* - K. (38)

Utilizando (34), (36) y la condicién C, =0, se obtiene:

o_ 13-:?. Iwnww. (39)

Dado que C,=0, el méximo global de f puede ser encontrado al maximizar
C, con respecto a P*. Haciendo dC,/dP’= 0 en (39), se determina un Gnico valor
para P": ’

.3 m ou
H Wll. 40
P P»J_ +~.‘ A )

La solucion para f(I), por lo tanto, estd dada por>

_ Umzu
u l I 41
- f®) >~l_ﬁﬂ+nyﬁw.u +~. “h

donde P* estd dado por (40).

En la Figura 2, las curvas con linea punteada representan el valor de la op-
cion, f(P) —esto es, soluciones a la ecuacién diferencial (35). El precio 6ptimo de
ejercicio, P*, viene dado por el punto de tangencia de la funcion f(P) con la
frontera de pago, max(Dr/r, P-K) —condicién de borde (34). El precio P, se en-
cuentra en la frontera de pago; sin embargo, es suboptimo, porque es posible
aumentar el valor de la opcién escogiendo P*. La curva denominada “no alcanza-
ble” representa una solucién de Ia ecuacién diferencial (35) que no satisface la
condicién de borde (34).

La condicién de tangencia descrita arriba se denomina condicion de smooth-
pasting. Ella establece que en el éptimo o punto de ejercicio, P*, ¢l valor de la
opcidn es tangente a la frontera —en este caso, max(D/r, mLO_v.u
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N d(P-K)
P, =02 42)
p( ) 3P .
Es decir,
fo(P", )=1. 43)
Gréficamente,
FIGURA 2
DETERMINACION DEL PRECIO DE EJERCICIO OPTIMO
ﬂ £(P)
Valor de fa Opcién i No
\.\\' alcanzable

PRI
v

D/r

max{D/r, P-K)
frontera de pago

—»

P
Activo subyacente

a~)
*

K P,

Si el dividendo asociado con la propiedad de la opcion, D, es cero, entonces
la ecuacién (41) se reduce al precio de una opcion de compra perpetua sobré un
activo subyacente cuyo precio sigue una dindmica lognormal'®. Esta observacién
permite interpretar la opcién de convertir la tierra de uso agricola a uso urbano
como un portafolio de dos activos: i) una opcién a intercambiar la tierra agricola
por tierra urbana con un precio de ejercicio de K+D/r, y ii) un pedazo de tierra
no convertible con un valor de D/r.

H
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5.1.2. Decisiones de Desarrollar un Pozo Petrolifero: Una Opcidn
Americana con una Fecha de Vencimiento Especifica

En esta seccion estudiaremos un modelo de inversién en reservas petroliferas
desarrollado por Siegel, Smith y Paddock (1987) y Paddock, Siegel y Smith (1988).
Veremos que, al ignorar la flexibilidad con que cuenta el duefio de la reserva,
esto es, el valor de la opeion de dicho recurso, 1a regla del Valor Presente Neto
(VPN) puede conducir a una valoracién errénea del recurso en cuestion. La Tabla
2 —similar en espiritu a la Tabla 1- ilustra la analogia entre una call americana y
una reserva petrolifera.

TABLA 2

ANALOGIA ENTRE UNA OPCION DE COMPRA AMERICANA Y UNA RESERVA
PETROLIFERA SIN DESARROLLAR

Opcién de Compra Americana Reservas sin Desarrollar

Valor de las reservas desarrolladas
Costo de desarrollo
Expiracién del derecho de desarrollar
Volatilidad del valor de las reservas desarrolladas
Ingreso neto de produccidn de las reservas desarrolladas menos desgaste del recurso

Precio de la accién
Precio de ejercicio
Tiempo restante para 13 expiricidi
Volatilidad del precio de fa dccion
Dividendo de Ia accién-

Fuente: Paddock, Siegel y Smith (1988).

La valoracion y mxv_oao_c: de un pozo petrolifero es un problema de inver-
sién de miiltiples etapas. La primera de ellas involucra la exploracion, etapa cuyo
objetivo es determinar cuanto petroleo existe y cudl es el costo de extraerlo. La
segunda etapa —que toma lugar s6lo si la primera ha sido exitosa— involucra la
etapa de desarrollo. Esto es, la instalacion de plataformas y pozos de produccion
necesarios pard extraer el recurso. La ultima etapa corresponde a la extraccion del
petréleo en algin horizonte de tiempo.

Dado que la etapa de desarrollo involucra el gasto de capital mas cuantioso de
este proceso de-inversion, es aqui donde el valor de la opcién es mds importante.
Es por ello que el modelo de Paddock, Siegel y Smith s¢ centra en la valoraciéon de
las reservas sirt desarrollar y en la decisién de cuando desarrollar. A diferencia del
ejemplo anterior, esta no es una opcién americana perpetua, porque los derechos de
desarrollo generalmente caducan en algiin momento del tiempo.

Paddock er al. parten por caracterizar el valor de una reserva ya desarrollada.
El niimero de barriles de petroleo en la reserva esta dado por B, y V, es el valor
por barril de la reserva ya desarrollada. El retorno instantaneo, W v.:m el duefio
de la reserva tiene dos componentes: el flujo de ganancias mmoﬁmao ala E.oaco-
cidén y la ganancia de capital del petroleo remanente. A manera de aproximacion,
se asume que la produccion de un pozo en explotacién decae en forma exponencial:

TEORIA DE OPCIONES: UNA SINTESIS 109

dB, = wBt, (44)

donde ® es la fraccion de petroleo producido cada afio. Por ello, el retomno R,
puede escribirse como:

Rdt = mB[1dt + d(B\V), (45)

donde I1, es la utilidad después de impuestos de producir y vender un barril de

petroleo.
Se asume que la tasa de retorno de la reserva en explotacion sigue un proceso
browniano:

Rt ), dat+ o, dz (46)
L

w

donde p, es la tasa de retomo m.w:mg&w por riesgo exigida en un mercado de
owc:m_mm competitivo. De las ecuaciones (45) y (46) se puede obtener la aEmBEm
que sigue V, el valor por barril de¢ la reserva c&o explotacion:

dv = (i, - §)Vdt + o, Vdz, 47
donde § representa la tasa de ingreso por unidad de producir la reserva desarro=
llada, neta del desgaste del recurso (depletion), y esta dada por: :

=@ (M, - VIV, | " (48)

Dado que el costo de produccién es pequefio —la mayor parte del nom»o de produc-
cién es costo hundido de desarrollo— y dado que el petréleo sélo puede ser extraido
lentamente —tipicamente, ® se encuentra alrededor de 10 por ciento por afnio—, I1, >
Ve Ello implica que 8 > 0 y, por tanto, una vez que la reserva ha sido anmmﬁ.o:mam
siempre_se produce.

Una vez que se ha caracterizado la dindmica del valor de un pozo ya desarro-
llado, se procede a determinar el valor de una reserva sin desarrollar, asi como el
momento éptimo para su desarrollo. Sea F(V, t) el valor de un barril de la reserva
sin desarrollar. En virtud de (30) y (47), F(V, t) satisface la siguiente ecuacion

diferencial parcial:

wqw V!E,, + [r-8]F, - (49)
Dado que la opcidn de desarrollar la reserva expira en T, su valor depende de
la fecha corriente, t. La ecuacion (49) debe ser resuelta sujeta a un conjunto de

condiciones de borde:
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FO, 1) = 0, (50)
F(V, ) = max [V, - D, 0}, &1
F(V', 1) = V' - D, . (52)

F (V5,0 =1, (53)

donde D es el costo por barril de desarrollar la reserva —esto es, el precio de
ejercicio de la opcion. La condicién (51) establece que la opcidn sélo serd ejer-
cida en T si el valor marginal por barril desarrollado es superior a su costo mar-
ginal.

Dado que la ecuacién (49) contiene el término F,, ésta no puede ser resuelta
analiticamente. Sin embargo, es posible encontrar una selucién numérica median-
te el método-de diferencias finitas. La Figura 3 y la Tabla 3 presentan soluciones
obtenidas por Siegel, Smith y Paddock (1987) para & = 0,04 y una tasa libre de
riesgo neta de impuestos, r, de 0,0125 y distintos valores de ©,. Se estima que un
rango razonable para este iltimo pardmetro se ubica entre 0,15 y 0,25!},

La Figura 3 ilustra el valor critico V'/D como una funcién del nimero de
afios restantes para la expiracion de la opcion de desarrollo para distintos valores
de la volatilidad del valor del barril de la reserva ya desarrollada. Por Ia condi-
cién de borde (51), al momento de la expiracién de la opcién, T, la razén critica,
V*/D, es igual a 1. Es decir, lo que dictaria. la regla del valor presente neto. Sin
embargo, esta razén aumenta a 2 o més cuando la empresa puede esperar algunos
afios antes de iniciar ¢l proceso de desarrollo. Como se've en la Figura 3, la razon
critica no es demasiado sensible al niimero restante de afios para la expiracion de
la opcidn cuando éste es mayor a I 6 2 afios. Por lo tanto, una simplificacién
razonable es ignorar la fecha de vencimiento del derecho de desarrollo y tratar
este caso como una opcidn americana perpetua. Bajo tal simplificacion, el térmi-
no F_ desaparece de Ia ecuacién diferencial (49) y, por tanto, es posible encontrar
una solucién analitica como en el ejemplo de la seccion anterior. En particular, la
solucién en dicho caso viene dada por:

F(V) = AVB, (54)
donde
_V'-D_ (B-1)! 1 8-r

B
vi=—L p a - R L
p-1 v p? DM P 2 o

+
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FIGURA 3

VALOR CRITICO PARA EL DESARROLLO DE LA RESERVA PETROLIFERA
@ =004 y r=00125

Frontera de
Contacto, V'/D
A
25 [0
- a =025
2
o =015
s I
1
05 =
” t t + t

Tiempo (Adios)
5 10 15 20 25

La Tabla 3 muestra el valor de la reserva sivv desarrollar —el valor de la
opcién de desarrollo— por dolar de costo de desarrolio para-o;, = 0,142 y 0,25.
Cuando V/D < 1, no desarrollamos la reserva petrolifera porque el valor de la
reserva desarrollada es inferior al costo de desarrollo. Esto es, la opcion esta out-
of-the-money. A la misma conclusion llegariamos si aplicasemos la regla del VPN.
Si V/D > 1 —la opcidn estd in-the-money— la regla del VPN nos dirfa que debe-
mos desarrollar la reserva. Sin embargo, tal decision no es la correcta, a menos
que V/D sea sustancialmente mayor a 1. Come se ve en la Figura 3, para valores
de V/D mayores que 2, postergar la inversion ne reporta ganancias significativas.

TABLA 3
VALORES DE LA OPCION POR US$1 DE COSTO DE DESARROLLO, F(V, oD
o, = 0,142 a, = 0,25
v/D T=5 T=10 T=15 T=5 T=10
0,80 0,01810 0,02812 0,03309 0,07394 0,10392
0,85 0,02761 0,03894 0,04430- 0,09174 0,12305
0,90 0,04024 0,05245 0,05803 0,11169 0,14390
0,95 0,05643 0,06899 0,07458 0,13380 0,16646
-1,00 0,07661 0,08890 0,09431 0,15804 0,19071
1,05 0,10116 0,11253 0,11754 0,18438 0,21664
1,10 0,13042 0,14025 0,14464 0,21278 0,24424
LIS 0,16472 0,17242 0,17599 0,24321 0,27349

Fuente: Siegel, Smith y Paddock (1987).
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La Tabla 3 muestra, ademas, la razén F(V, t)/D para diferentes valores de
V/D. Cuando V/D=1, o, = 0,142 y T=15, por ejemplo, el valor de la opcion es
aproximadamente 9,4 centavos de dolar de costo de desarrollo. A fin de ilustrar
el uso de estos resultados, Siegel, Smith y Paddock (1987) consideran una reserva
sin desarrollar que, de ser desarrollada, podria producir 100 millones de barriles
de petrédleo. El plazo para desarrollar dicha reserva es de 10 afios. Se supone que
el valor de la reserva desarrollada es de US$12 por barril, § —la tasa de ingreso
por unidad de producir la reserva desarrollada neta del desgaste del recurso- es
de 4 por ciento, el desarrollo de la reserva lleva tres afios y que el valor presente
del costo de desarrollo es de US$ 11,79 por barril.

Para calcular el valor presente de la reserva desarrollada, V', se considera
que la tasa de descuento apropiada es 8 = 0,04 = p — (4 — ). Dado que lleva tres
afios el desarrollo de la reserva, V' = %12 x US$ 12 = US$ 10,64. De lo ante-
rior, V'/ D = USS$ 10,64/US$ 11,79 = 0,9. Dado que esta razon es menor que 1,
la opcién estd out-of-the-money. Suponiendo o, = 0,142 y sobre la base de la
Tabla 3, se observa que el valor de la opcién por délar de costo de desarrollo es
de 0,05245 (T = 10 aftos). El costo total de desarrollo. es de US$ 1.179 millones.
Por lo tanto, el valor de la reserva sin desarrollar es de 0,05245 x US$ 1.179
millones = US$'61,84 millones. En consecuencia, vemos que, aunque actualmente
no sea rentable desarrollar la reserva petrolifera, ésta vale aproximadamente US$ 62
millones debido a su valor de: opcion.. Dicho; valor aumentaria ain més si el
mercado vﬁ&cmw_.m un -incremento. en. la- volatilidad del precio del pétroleo: Por
ejemplo, si o, aumentara a 0,25, el valor de:1a reserva sin desarrollar aumentaria;
a 0,1439x cmm 1.179 millones = US$ 169,66 millones. - ’

Otra referencia cldsica en el tema de evaluacion de proyectos n_o inversion en:
recursos’ naturales ‘mediante la’ teoria de opciones és el trabajo de Brennan y:
Schwartz (1985). Asimismo, ejernplos del uso del instrimental de opciones reales
para-déterminar el momento optimo de explotacion de un bosque son Clarke y
Reed (1989), Reed y Clarke (1990) y Reed (1993). Trigeorgis (1996) presenta un
completo tratamiento del drea de opciones. reales.

Por dltime cabe sefialar que un drea. interesante para investigacion futura es
la aplicacion de la teoria de opciones reales a los proeesos de concesiones priva-
das o privatizaciones de empresas de servicio publico, particularmente en
Latinoamérica. Existe una vasta literatura en el campo de la organizacién indus-
trial que trata el tema de las licitaciones (por ejemplo, McAfee, 1998; McAfee y.
McMillan, 1987). Un fendémeno ampliamente reportado es el de Ia “maldicion”
del ganador (the winner’s curse) (ver, por ejemplo, Neeman y Orosel, 1999). Este
fenémeno que se refiere al hecho de que es posible que se produzca una
sobrevaloracion del bien o recurso a ser adjudicado por parte del comprador que
gana la licitacién. El uso de la teoria de opciones en lugar de reglas de valoracién
convencionales, tales como el VPN y la tasa interna de retorno (TIR), podria
eliminar dicho efecto. Por ello, seria sumamente relevante desarrollar investiga-
ciones en esta linea que permitan tratar este tema en profundidad'?.
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VI . Comentarios Finales

Como hemos visto, el trabajo de Black y Scholes ha dade fruto a todo un
campe de investigacion en el drea de finanzas, en el cual académicos como Merton,
Rubinstein, Cox y Hull han participado activamente. La alta complejidad mate-
matica requerida para el desarrollo de estos medelos, no obstante, ha hecho que
la gran mayoria de los investigadores en esta drea sean fisicos, matematicos y
estadisticos'. En la actualidad, aun fuera del campo académico, la demanda por
profesionales con una alta formacién matematica es requerida por importantes
bancas de inversion de Wall Street para trabajar en la confeccion y valorizacion
de instrumentos derivados.

En Chile afin no contamos con un mercado financiero formal en que se transen
derivados. Sin embargo, se anuncié hace unos meses que se esta trabajando en las
modificaciones al reglamento de la Superintendencia de Bancos e Instituciones
Financieras necesarias para la puesta en marcha de la cotizacion de derivados en
el mercado financiero local. En principio, las instituciones fimancieras podrian efec-
tuar transacciones en futuros de tasas de interés. Quizds no esté tan lejano el mo-
mento en que la teoria de opciones desarrollada en los Gltimos 25 afios trascienda
el campo meramente: académico y comience a ser utilizada por profesionales chile-
nos activamente no solo en ¢l ambito financiero, sino también en & arca-de la
evaluacion de proyectos de inversion.

Notas

' En virtud de la paridad put-call para opcioncs curopeas y a partir del resultado de Black-Scholes para
una call (curopea) s¢ puede obtener una solucién analitica para el precio de una put (curopen)..

2 [sta es una do las demostraciones. que discutem Black y -Scholzs ¢n su articulo dc 1973. Los
autorcs tambicén presentan una derivacion alternativa quz hace uso del modelo de valoracion de
actives, CAPM, aplicado a los retornos de la accion y de la opcidn,

3 Aquella que puede ser inferida de los precios de las opciones utilizando la woasz_,- aa Bilack-
Scholes.

4 Se dice que una opcién cstd our-of-the-money si cl precio del activo subyacente es inferior al
precio de cjercicio.

5 Paquetc csladistico orientado al mancjo matricial y al uso de graficos interactivos. Una version
beta puede obtenerse del sitio http//wwiw . xplore-stat.de.

6 Los métodos ecstandar de Monte Carlo utilizan pscudo sccucncias aleatorias n:vs velocidad de
convergencia cs O(N-2) para N trayectorias. Un método de simulacion de cuasi Monte Carlo quc
utilice secucncias deterministicas mas uniformemente distribuidas pucde proporcionar velocidades
de convergencia mayorcs, tales como O(N-!) y O(N-32),

7 Una red (t, m, s) en basc b cs un conjunto que comprende b™ puntos cn [0; 1)5, tal que cada intervalo
clemental E en basc b de volumen 1/b4™ conticne cxactamente b' puntos. Por cjemplo, la red (0, 2,
2) cn base 3 contienc b™ = 32 = 9 puntos y cada intcrvalo clemental de volumen: 1/™=1/9 con-
tienc b! = | punto (ver Li, 1999).

8 Estos son casos especiales de las llamadas secuencias (t, s) en base b (ver Acworth ef al., op. cit.).

%  Una desventaja dei nodelo de Heath et al. para tasas forward cs que.es no markoviano. Es decir,
para conocer el comportamiente dc la tasa dc interés para un periodo corto de tiempo en el futuro,
necesitamos no s6lo conacer ¢l valor de ésta ol comicnzo iel periodo, sino que también su traycc-
toria hasta liegar a dicho punto. En contraste, ¢l modclo de Ho y Lee cs un modclo markoviano
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que es facilmente tratable analiticamente. Ello lo ha hecho popular entre los lamados practitioners
(ver por ejemplo, Tuckman, 1995).

Otro cjemplo dc. una. oportunidad de inversion que se asemeja a una opcioén de compra americana
perpetua es aquel analizado por McDonald y Sicgel (1986): En particular, cllos consideran ¢l proble-
ma de cncontrar ¢l momento éptimo de pagar un costo hundido, 1, a cambio de un proyccto con
valor V, donde: V 'sigue un proceso browniano geométrico, esto es, una dindmica lognormal.
Este rango- de valores. ha sido obtenido ¢n base a cifras histéricas para. un periodo de treinta afios
y prondsticos. hechos por la industria.

Agradezco a uno de los drbitros por sugerirme esta potencial cxtension.

De hecho, Black ¢ra un matemético que murié antes de recibir un qunn_no reconocimicnto por su
trabajo conjunto con Scholes.
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